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ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Стимулами к расцвету какого-либо направления в математике могут

быть как запросы естествознания, техники, экономики и разнообразных
иных прикладных сфер деятельности, так и потребности самой
математики, стремление решить трудные задачи либо иметь логически стройную,
гармоничную картину определенного раздела этой науки. Вопросы
математического программирования, оптимизации и управления вышли на

передний план в математике наших дней в связи с нуждами таких

приложений, как управление экономикой, регулирование работы
автоматических технических устройств, распознавание сигналов или движущихся

объектов и многие другие. Необходимость учета случайных колебаний
экономической конъюктуры, случайных нарушений технологических

процессов, случайных отклонений при работе регулируемых
автоматических механизмов и управляемых аппаратов и случайных флуктуации и

шумов в окружающей их среде, влияний случайных факторов во

множестве других ситуаций форсировали создание после Второй мировой
войны современных методов прогноза, фильтрации, контроля случайных
процессов. Успехи теории случайных процессов вообще, теории
стохастических дифференциальных уравнений и теории мартингалов в особенности,
а также достижения примыкающих областей функционального анализа,

теории функций, дифференциальных уравнений в частных производных

позволили достичь значительного прогресса в разработке этих методов.

Теория управляемых случайных процессов или, как говорят в

англоязычной литературе, стохастического оптимального управления
существует немногим более двух десятилетий и продолжает оставаться интенсивно

развивающейся дисциплиной. Ее основное назначение—датьответ

наследующий вопрос: каким образом в каждый момент времени выбирать
управление (иными словами — принимать решение), зависящее от накопленной

информации и влияющее на локальные вероятностные характеристики
случайного процесса, с тем чтобы в итоге некоторый функционал от

процесса и от управлений обратился в минимум (или максимум).
Помимо задачи об оптимальной остановке, имеющей свою специфику,

наиболее изучен тот случай, когда управляемый процесс является

локально марковским, а функционал
— аддитивным. В задаче такого рода с

полной информацией, рассуждая на интуитивном уровне, нетрудно написать

уравнение Беллмана для цены модели (т.е. для минимального значения

функционала), а отправляясь от уравнения Беллмана и его решения в

принципе во многих случаях можно строить оптимальные либо 6-опти-
мальные стратегии.

Обоснование этого пути и вывод4 уравнения Беллмана, вообще
говоря, являются достаточно трудной проблемой. Главный интерес как с прак-

6



тической точки зрения, так и в смысле преодоления трудностей
представляют управляемые диффузионные процессы, изучению которых

посвящена монография Н.В. Крылова [94]. К ним примыкают управляемые

процессы, включающие наряду с диффузионной компонентой случайные

скачки (серия работ Г. Прагаpayскаса, в период с Г97] и до [98]),
либо допускающие дополнительно импульсивное управление (см. Бен-

суссан и Лионе [106]). Менее обстоятельное изложение управляемых

диффузионных процессов, чем в фундаментальном труде Крылова, но

более приспособленное для лиц, интересующихся прикладной стороной,
можно найти в книге Флеминга и Ришела [115]. Своеобразный подход

к общей теории управляемых случайных процессов, опирающийся на

понятие стохастического управляемого объекта, предложен И.И. Гих-
маном и А.В. Скороходом [91]. Схемы с неполной информацией,
пожалуй, еще более важные для практики, имеют свои отличия как в

постановках задач, так и в методах решения; вопросы фильтрации и управления
по неполным данным для процессов с непрерывным временем освещены
в обширном труде Р.Ш. Липцера и А.Н. Ширяева [95]. Такова
генеральная линия в стохастическом оптимальном управлении, тесно

переплетающаяся со стохастическими дифференциальными уравнениями и

теорией мартингалов, использующая далеко продвинутый математический

аппарат и имеющая прочные связи с приложениями.

За те же примерно двадцать лет в стохастическом оптимальном

управлении, наряду с отмеченной главной линией, сложилась, обособилась,

приобрела характерные черты другая ветвь исследований, имеющая дело со

схемами с дискретным временем, или приводящимися к дискретному

времени. Не имея единого установившегося названия, более или менее

широкие подразделения этой ветви именуются в литературе
динамическим программированием, последовательными процессами принятия
решений, оптимальным стохастическим управлением с дискретным
временем, управляемыми случайными последовательностями, управляемыми
цепями Маркова, марковскими процессами принятия решений,
управляемыми марковскими моделями, марковским программированием. Сюда
же относятся управляемые полумарковские модели и те управляемые
скачкообразные случайные процессы с непрерывным временем, которые
вполне определяются последовательно . занумерованными скачками *).

Указанному направлению принадлежит и предлагаемая в русском
переводе книга Бертсекаса и Шрива "Стохастическое оптимальное управление.
Случай дискретного времени".

В принципе численное решение задачи на ЭВМ требует приближения

непрерывной модели дискретной схемой, и поэтому теория
стохастического динамического программирования с дискретным временем должна
была бы быть очень важной для приложений. Однако существующее ныне

реальное положение вещей иное. Одно дело — составить уравнения задачи

в непрерывном времени и затем решать их с помощью разностных

методов, а другое
— ставить саму задачу оптимизации в рамках дискретной

модели. Второй метод при существующих алгоритмах нахождения

оптимальных стратегий редко совместим с возможностями современных ЭВМ

в случае действительно серьезных прикладных задач. Отметим, что среди

участников прошедшей недавно в Манчестере международной конферен-

*) Такой неоднозначностью названий можно объяснить тот факт, что родственные по
содержанию работы рассматриваемого направления попадают в разные рубрики
одного и того же реферативного математического журнала. Это происходит и в РЖ
Математика, и в Mathematical Reviews.
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ции по марковским процессам решения [119] господствовало убеждение,
что это основное препятствие на пути теории к применениям вскоре

будет преодолено. Пока же рассматриваемая младшая ветвь теории

стохастического управления развивается преимущественно "в себе самой", хотя и

обнаруживает любопытные связи с казалось бы далекими разделами

математики.

В случае дискретного времени и дискретных пространств состояний

и решений в теории стохастического оптимального управления не

возникает проблем обоснования, и здесь гораздо дальше, чем в моделях

управляемой диффузии, продвинуто изучение вопросов, которые авторы
книги называют структурными. Сюда относятся эффекты, обнаруживающиеся
при переходе к бесконечному времени управления, когда уравнение Бел-

лмана, вообще говоря, оказывается недостаточным для характеризации
цены и построения оптимальных стратегий. Тогда выясняются различия

между общими, положительными, отрицательными, сжимающими,

дисконтированными моделями с точки зрения существования оптимальных

либо б-оптимальных стратегий того или иного класса: полумарковских,

марковских, стационарных. Здесь в случае расходимости суммарных

издержек, подробно исследован критерий средних издержек за

единицу времени, при котором уравнение Беллмана заменяется системой

спаренных уравнений оптимальности. Изучаются и другие критерии

оптимальности, соотношения между ними, лексикографические критерии,
неравномерно 6-оптимапьные стратегии, алгоритмы нахождения оптимальных

стратегий, модели специального вида и т.д.
В общем случае борелевских пространств состояний и управлений вывод

уравнения Беллмана и получение из него оптимальных или ^оптимальных

стратегий требуют обоснования также и при дискретном времени. Здесь

используется совсем другой аппарат, чем в управляемых диффузионных

процессах, где уравнение Беллмана включает дифференциальный

оператор второго порядка, и главная трудность состоит в установлении

соответствующей гладкости цены. При дискретном времени уравнение Беллмана

содержит интеграл цены, и сходную роль представляют проблемы

измеримости цены и измеримого выбора. Они преодолеваются с привлечением

теории аналитических множеств, основы которой были заложены в свое

время П.С. Александровым, Н.Н. Лузиным и М.Я. Суслиным. Таким

образом, спустя примерно 50 лет одна из казалось бы отвлеченнейших глав

дескриптивной теории множеств находит себе применение в сравнительно
близком к приложениям разделе математики. В промежуточном, так

называемом полунепрерывном случае (где на элементы модели налагаются

условия типа компактности и непрерывности), используются
топологические результаты о непрерывных многозначных отображениях. В общем

борелевском случае теория стохастического динамического

программирования опирается также на принадлежащую К. Куратовскому [46]
теорему об изоморфизме борелевских пространств и на доказанную Н.Н.

Лузиным и В.Янковым [6] и независимо Дж. фон Нейманом [59] теорему
об униформизации.

Первый период интенсивного изучения как структурных вопросов,
так и проблем измеримости приходится на начало и середину 60-х годов.
В то время исследования ведутся почти исключительно в США. Выделение
описанного круга проблем в самостоятельный раздел теории
стохастического управления происходит в трудах Р. Ховарда (первая элементарная
монография по марковским процессам решения [43]), Д. Блекуэлла и

связанных с ним авторов (постановка и первое разрешение вопросов

измеримости, структурные проблемы [107, 16, 17, 83, 108]), Л. Дубинса
8



и Л. Сэвиджа (монография [111], в которой сходная проблематика
трактуется в терминах "игорного дома", дается теория полунепрерывных

моделей, для борьбы с неизмеримостью привлекаются нетрадиционные

конечно-аддитивные меры). В работах ряда исследователей теория

распространяется на полумарковские модели, среднееременной и

лексикографический критерии, цепи Маркова с непрерывным временем и,

казалось, приближается к своему завершению. Однако с середины 70 годов
начинается период "второй молодости", происходит дальнейший прогресс
в проблемах измеримости, углубляется постановка структурных

вопросов, вводятся и изучаются новые понятия оптимальности, расширяются

классы анализируемых моделей и критериев. Помимо США, активные

исследования разворачиваются в Англии, Нидерландах, Польше, СССР,
ФРГ, Чехословакии, Японии и других странах, организуются

международные конференции и семинары по динамическому программированию и

марковским процессам решения [117, 112, 113, 119]. Выходит
значительное количество книг, целиком или преимущественно посвященных

рассматриваемой тематике: более элементарные руководства [27, 118, 120,

116, 12, 128], монографии, трактующие также вопросы обоснования и

измеримости с отсылкой к работам по топологии и измеримому выбору

[40] или в полном объеме ([1] и предлагаемая книга Бертсекаса и Шри-
ва), книги с преимущественным вниманием к отдельным аспектам теории

или моделям специального вида [109, 110, 42, 124, 123, 127, 125], в

частности, к моделям с неполной информацией [85,99].
Книга Бертсекаса и Шрива выделяется на этом фоне двумя основными

моментами, отражающими вклад ее авторов в рассматриваемую

проблематику и оправдывающими ее перевод на русский язык: 1)
аксиоматически-операторным подходом к структурным проблемам динамического

программирования и, главное, 2) систематическим использованием класса

универсально измеримых стратегий в вопросах измеримости и измеримого

выбора. Соответственно книга разделена на две практически независимые

части.

В первой части анализируются не обремененные измеримостью
относительно простые структурные вопросы, такие, как особенности

положительных, отрицательных, сжимающих моделей, или сходимость методов

последовательных приближений цены и усовершенствования стратегий.
Оригинальность подхода состоит в том, что за первичное понятие

принимается оператор переоценки издержек да один шаг, зависящий от

управления. Его аналитический вид не конкретизируется, на оператор

накладываются лишь условия монотонности и полуаддитивности и, в зависимости

от типа модели, ограничения типа сжимаемости, непрерывности, знака

модели и т.п. В качестве примеров рассматриваются операторы,

отвечающие детерминированному или стохастическому динамическому

программированию с аддитивными или мультипликативными издержками, а также

многошаговым играм двух лиц с нулевой суммой. Многие структурные
вопросы авторами не затрагиваются, поскольку не вмещаются в принятую
схему; например, не рассмотрен критерий средних издержек за один шаг.
В стохастическом варианте вопросы измеримости снимаются за счет

предположения о счетности пространства элементарных исходов либо замены

общепринятого интеграла "внешним" интегралом (определенным для всех

ограниченных функций, но лишенным счетной аддитивности).
Во второй части книги систематически с самых начальных понятий

освещаются проблемы измеримости в марковских моделях

динамического программирования блекуэлловского типа (в первую очередь
однородных) с критерием суммарных издержек и связанные с ними вопросы
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существования оптимальных или 6-оптимальных стратегий.
Обстоятельное, с полными доказательствами изложение необходимых сведений о

борелевских пространствах, аналитических множествах, универсальной
измеримости, измеримом выборе, полунепрерывных функциях занимает

почти треть основного текста книги и имеет много пересечений с [1].
Трактовка Бертсекасом и Шривом вопросов измеримости содержит
существенное продвижение вперед. Первоначальная теория Блекуэлла—
Штрауха имела дело только с борелевски измеримыми стратегиями, и

среди таких стратегий, вообще говоря, существовали не равномерно, а

лишь почти всюду оптимальные или е-оптимальные стратегии. В [1]
приведены детальные доказательства этих результатов и используемых в них

теорем измеримого выбора. В работе [20] Д. Блекуэлл, Д. Фридман и

М. Оркин, ограничиваясь положительными моделями с конечным

временем управление, перешли к более широкому классу аналитически

измеримых стратегий, что позволило им установить существование
равномерно 6-оптимальных стратегий. Бертсекас и Шрив делают следующий шаг,

допуская ещё более обширный класс универсально измеримых стратегий,
по-видимому, наиболее естественный с точки зрения завершенности

результатов. Здесь становится возможным равномерно 6-оптимальный выбор,
являющийся оптимальным на том множестве, где в операторе Беллмана
достигается инфимум. Построения проводятся для моделей
произвольного знака и бесконечного промежутка управления. Методической новинкой
в доказательствах является используемый авторами прием сведения

стохастических моделей к детерминированным.

Вторая часть книги содержит также теорию полунепрерывных моделей
и общий метод приведения моделей с неполными данными к моделям с

полной информацией. Оба вопроса (за исключением введенных
Фридманом [32] полунепрерывных "с противоположной стороны" моделей,
в которых существуют только еюптимальные стратегии) с отличиями в

деталях представлены ив [1]. Следует отметить, что теория моделей с

неполными данными вовсе не исчерпывается принципиальной возможностью

сводить такие модели к случаю полной информации.
За годы, прошедшие с выхода в свет американского издания книги,

теория стохастического оптимального управления с дискретным
временем пополнилась новыми фактами и наблюдениями. Сколько-нибудь
полно охватить их здесь не представляется возможным. Остановимся

лишь на отдельных моментах, близких к содержанию или духу книги

Бертсекаса и Шрива. Иное, чем в книге, обобщение структурных
результатов о классических моделях Беллмана—Блекуэлла состоит в

перенесении уравнения Беллмана, условия "выравнивания" Дубинса —Сэвиджа,
понятия отрицательной модели и т.п. со случая аддитивных издержек на

случай критерия, равного математическому ожиданию функционала
общего вида от траектории и от последовательности решений. Например,
М. Шел [121] установил, что если для любой стратегии выполняется
условие "выравнивания", то модель является отрицательной. Им же в

изящной операторной форме [122] и независимо И.И. Гихманом и А.В.

Скороходом [91] показано, что теория полунепрерывных моделей обретает
законченную форму (в виде теоремы о существовании оптимальных

стратегий), если обычные топологические предположения налагать не на

издержки на каждом шаге, а на функционал от всей траектории. Оба эти
момента отражены в обзоре [104], где также в более широких пределах,
нежели в книге Бертсекаса и Шрива, осуществлен переход от измеримости

по Борелю к универсальной измеримости. В [104] изложен и ряд струк-



турных вопросов, содержащий оригинальные результаты Р.Я. Читашвили

об описании всех решений уравнения Беппмана, о лексикографическом
обобщении этого уравнения, восходящем к А.Ф. Вейно [126], о

максимальном подмножестве состояний, на котором возможен стационарный
оптимальный выбор управлений. Сводки прежних и более новых

результатов о существовании е-оптимапьных стратегий приведены в обзоре
А.Н. Ширяева [103] и статье Е.А. Файнберга [100]. Укажем далее
начатый Е.Б. Фридом [4], продолженный Ван дер Валем [125] и развиваемый
в последнее время Е.А. Файнбергом и И.М. Сониным [101], [114] новый

подход, при котором рассматриваются е-неравномерно оптимальные

стратегии, и который позволяет с единой позиции увидеть особенности
положительных и отрицательных моделей. Наконец, отметим, что техника

аналитических и универсально измеримых множеств и соответствующих

теорем измеримого выбора находит применение и в марковских процессах

решения с непрерывным временем, приводящихся к последовательным

скачкам [105, 129], и что наряду с Блекуэллом, Фридманом и Оркином

[20] пионерская роль в широком использовании аналитических множеств
и полуаналитических функций в задачах управления принадлежит А.К. Звон-

кину [92], имевшему дело с непрерывным временем.
Выходящая в русском переводе книга Бертсекаса и Шрива

предназначается научным работникам — специалистам по вопросам оптимизации,

теории управления, теории случайных процессов, равно как студентам

старших курсов и аспирантам соответствующего профиля. Ее безусловно
можно рекомендовать всем желающим ознакомиться с современными

теоретическими основами оптимизации стохастических систем.

АЛ. Юшкевич



ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта монография является результатом исследований, которые
проводились в Иллинойском университете в течение трехлетнего периода, начиная

со второй половины 1974 г. Цель монографии состоит в том, чтобы дать

унифицированную и математически строгую теорию широкого класса

задач динамического программирования и стохастического оптимального

управления с дискретным временем. Монография разделена на две части,

которые можно читать независимо.
В части I содержится анализ моделей динамического программирования

в рамках унифицированной схемы, применимой к детерминированному
оптимальному управлению, стохастическому оптимальному управлению,
минимаксному управлению, последовательным играм и другим областям.
Здесь разрешаются структурные вопросы, связанные с такими задачами,

т.е. приводятся результаты, справедливость которых следует

исключительно из последовательностного характера задачи. Такие результаты
справедливы для моделей, в которых не приходится заботиться об измеримости,

например в детерминированных задачах и стохастических задачах со

счетным вероятностным пространством.

Исходной точкой анализа служит отображение, определяющее алгоритм
динамического программирования. В терминах этого отображения ставится

единственная абстрактная задача и для нее выводятся аналоги почти всех

известных результатов детерминированного оптимального управления.
Кроме того, в этой части вводится в рассмотрение новая задача стохастического

оптимального управления, основанная на использовании внешнего

интеграла. Эта модель широко применима и не нуждается ни в каких

топологических предположениях. Мы показываем, что все результаты, полученные

в части I, остаются справедливыми и для этой модели.

В части II разрешаются вопросы измеримости, относящиеся к задачам

стохастического оптимального управления с полной и неполной

информацией о состояниях. Эти вопросы изучались на протяжении последних

пятнадцати лет многими специалистами в области статистики и теории

управления. Как мы объясняем в главе 1, использовавшиеся до сих пор подходы

либо ограничены стеснительными предположениями типа компактности и

непрерывности, либо недостаточно мощны для получения таких же сильных

результатов, какие имеются для их структурных аналогов. Эти недостатки

проявляются в том, что класс рассматриваемых стратегий оказывается

недостаточно широк, чтобы было обеспечено существование оптимальных

или бюптимальных всюду стратегий без стеснительных предположений.
Мы в своей работе расширяем пространство допустимых стратегий так,

чтобы оно включало в себя универсально измеримые стратегии. Это

гарантирует существование бюптимальных' стратегий и впервые позволяет
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развить общую и глубокую теорию, столь же мощную, как ее

детерминированный аналог.
Отметим, однако, что класс универсально измеримых стратегий не

является наименьшим классом стратегий, для которого справедливы эти

результаты. Таким наименьшим классом является класс предельно измеримых

стратегий, рассмотренный в разделе 11.1."При этом о-алгебра предельно
измеримых множеств (или С-множеств) определяется конструктивно с

использованием трансфинитной индукции, что с точки зрения теории
множеств более удовлетворительно, чем определение универсальной а-алгебры.
Однако мы полагаем, что большинство читателей найдут более понятными

универсальную а-алгебру и методы, доказательства, связанные с ней, и

поэтому основное место в части II уделяем моделям с универсально

измеримыми стратегиями.

Части I и II связаны друг с другом и дополняют друг друга. Часть II

широко использует результаты части 1. Однако та специальная форма,
в которой результаты части I нужны для части II, имеется и в других

источниках (например, в [12]). Всякий раз, когда мы используем такой

результат, мы ссылаемся как на часть I, так и на работу Бертсекаса [12], поэтому
часть II можно читать независимо от части I. Результаты, развитые в части II,
показывают, что задачи стохастического оптимального управления с

ограничениями на измеримость допустимых стратегий могут быть вложены

в схему части I, что демонстрирует широту сферы приложения приведенной
там постановки.

Монография предназначена для специалистов в области прикладной

математики, статистики, для инженеров с математическим уклоном, для

лиц, занимающихся исследованием операций и работающих в близких

областях. Мы везду предполагали, что читатель знаком с основными

понятиями теории меры и топологии. В остальном предварительных знаний не

требуется. В частности, мы излагаем с полными доказательствами нужные
нам сведения о борелевских пространствах и аналитических множествах.

Это исследование было начато, когда оба автора работали в

координационной научной лаборатории Иллинойского университета, и завершилось,

когда Шрив работал на факультете математики и статистики

Калифорнийского университета в Беркли. Мы благодарны этим учреждениям за

поддержку и атмосферу, способствовавшую нашей работе. Мы также благодарны
Национальному научному фонду за финансирование исследований. Мы
хотим поблагодарить за помощь Джозефа Дуба, который направлял нас

при работе с литературой по аналитическим множествам, и Джона Аддисо-
на, который указал на существующие работы по предельной а-алгебре. Мы
особенно обязаны Давиду Блекуэллу, который вдохновил нас своей

пионерской работой по динамическому программированию в борелевских
пространствах, поддерживал нас, когда мы продолжали свои собственные

исследования, и показал нам пример 9.2. Глава 9 представляет собой

расширенный вариант нашей статьи "Универсально измеримые стратегии в

динамическом программировании", опубликованной в журнале "Mathematics
and Operations Research". Мы благодарны Институту проблем управления
за разрешение на включение этого материала в монографию. Наконец, мы
хотим поблагодарить Розу Харрис и Ди Раэер за прекрасную перепечатку

рукописи.

Д.Бергсекас, С. Шрив



Глава 1

ВВЕДЕНИЕ

1.1. Структура моделей последовательного принятия решений

Модели последовательного принятия решений представляют собой
математические абстракции таких ситуаций, в которых решения должны

приниматься в несколько шагов, причем каждый шаг влечет за собой

определенные издержки: Каждое решение может оказывать влияние на условия, при

которых будут приниматься будущие решения, так что если требуется
минимизировать суммарные издержки, то нужно уравновешивать желание

минимизировать издержки от принимаемого в настоящий момент решения

с желанием исключить в будущем такие ситуации, в которых будут
неизбежны большие издержки.

Классическим примером такой ситуации (в которой доход мы трактуем
как отрицательные издержки) является управление портфелем ценных

бумаг. Вкладчик должен уравновешивать свое желание добиться дохода

сразу, например, в виде дивидентов, с желанием избегать вложений в

отрасли, где можно ожидать относительного застоя. Другие примеры можно

привести из области управления запасами, контроля за водохранилищами,

последовательного анализа, проверки гипотез, а также управления

всевозможными физическими системами, подверженными воздействию
случайных возмущений, если дискретизировать задачи с непрерывным временем.

Большое количество моделей последовательного принятия решений
читатель найдет в монографиях Беллмана [9], Бертсекаса [12], Дынкина и

Юшкевича [1], Ховарда [43], Вальда [89], а также в источниках, на

которые ссылаются перечисленные авторы.

Динамическое программирование (ДП) много лет служило основным

методом анализа многочисленных и разнообразных задач

последовательного принятия решений. В качестве примеров можно привести задачи

детерминированного и стохастического оптимального управления, марковские и

полумарковские задачи принятия решений, минимаксные задачи

управления и многошаговые игры. Несмотря на то, что природа этих задач весьма

различна, в своей основе они, оказывается, имеют во многом общую
структуру. Во всех случаях издержки, соответствующие стратегии, и основная

процедура алгоритма ДП могут быть описаны с помощью определенного

оператора, который в применении к той или иной задаче изменяется лишь

в деталях, в значительной мере несущественных. Как правило, этот

оператор вбирает в себя все данные задачи и позволяет найти все величины,

представляющие интерес для исследователя. В задачах с конечным числом

шагов этот оператор позволяет получить оптимальную функцию издержек
и найти оптимальную или е-оптимальную стратегию за конечное число

шагов алгоритма ДП. В задачах с бесконечным числом шагов можно

надеяться, что последовательность функций, порождаемая итерациями
алгоритма ДП, сходится в некотором смысле ц оптимальной функции издержек
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рассматриваемой задачи. Более того, все основные результаты

аналитического и вычислительного характера могут быть сформулированы в терминах

основного оператора, определяющего алгоритм ДП. Таким образом, приняв
этот оператор за отправную точку, можно получить сильные аналитические

результаты, которые применимы к большому числу задач

последовательного принятия решений.
Чтобы проиллюстрировать нашу точку зрения, рассмотрим формально

задачу детерминированного оптимального управления, которая

формулируется следующим образом: имеется функционирующая в дискретном

времени система, описываемая уравнением

где хк и хк + х представляют собой соответственно текущее и следующее

за ним состояние, принадлежащие некоторому пространству состояний S;

ик представляет собой текущее управление, выбираемое лицом,

принимающим решения, из множества ограничений U{xk), которое в свою очередь
является подмножеством некоторого пространства управлений С.

Издержки, возникающие на /r-м шаге задаются функцией д{хк,ик). Будем искать

конечную последовательность функций управления я - (д0, дь . . . ,цм- \)
(называемую также стратегией), которая минимизирует суммарные

издержки за N шагов. Функции \хк отображают 5 в Си должны удовлетворять

условию nk{x)SU(x) для всех х €S. Каждая функция /^определяет
управление ик = \ik(xk), выбираемое на Аг-м шаге при достижении состояния

х*. Таким образом, суммарные издержки, соответствующие стратегии я =

= (Мо, Мь..., Млг-1) и начальному состоянию х0, равны

N-X

4v,*(*o>e 2 g[xkliik{xk)], (2)

где состоянияXj,х2,... ,xN_x порождаются начальным состоянием х0
и стратегией я посредством уравнения системы

* = 0 Л/-2.

Каждому начальному состоянию х0 и стратегии я соответствует
последовательность управлений u0,Ui,..., uN_ и где ик

= 1лк{хк) и хк задаются
формулой (3). Таким образом, возможна иная формулировка задачи,
состоящая в выборе последовательности управлений, минимизирующей

Е/Д^1 9(хк, ик), а не стратегии я, минимизирующей Jn^Ixo) . Приведенная
первоначально формулировка ближе к тому подходу ДП, с которым мы

будем работать в дальнейшем.
Как хорошо известно, алгоритм ДП для сформулированной выше задачи

задается уравнениями

Л(х) = 0, (4)

Л+iU)- inf {gix,u)+Jk[f[x,u))} ,
* = 0 /V-1, (5)

и € U(x)

причем оптимальная функция издержек J* (х0) данной задачи получается на
Л/-м шаге, т.е.

•/• U0) а inf JNn{x0)=JN{x0).
it

Значение функции «/jv,«(x0), соответствующее любой стратегии я -

15



s (Mo/ Мь •.
w Млг-1), можно также получить на Л/-м шаге алгоритма

•/o.wM-O. (6)

Л + 1,«и)-^[х,йлг-»_1(*)+Лр«['и,йлг_*-1(х))]. (7)

* = 0 ЛГ — 1.

Теперь можно сформулировать первоначальную задачу, а также описать

алгоритм ДП (4), (5) с помощью отображения Н, определенного формулой

H{x,u.J)-gix,u)+J[fix,u)]. (8)

Определим оператор Т следующим образом:

П/)(х) = inf H(x,u,J), (9)

и для любой функции ц: S-» С определим оператор Гм как

Tfl(J)(x)^H[x^(x)tJ]. (10)

Оба оператора Г и Гд отображают множество функций, принимающих
действительные значения (или, быть может, также значения из [— °°, + °°]) на S

в себя. Тогда в силу уравнений (6), (7) можно записать функцию издержек
//v,wUo)' определяем^0 формулой (2), в виде

4v,irUo> -

<ГДо ГД1 ... rw_f )(*/0)(х0), (11)

где J0 представляет собой нулевую функцию на множестве S[«/0(x)
~

О

VxES], a (Гд ГД1 ... Тры_х) обозначает суперпозицию операторов

7д0, Тцх,..., fflN_l. Аналогично алгоритм ДП может быть записан как

J*+iWmTiJk)ix). Ar = 0 /V-1, (12)

откуда получаем, что

inf JNtn(xo) = TN(Jo){x0).
IT

где TN есть ЛЛкратное произведение оператора Г на себя. Таким образом,
и сама задача, и основной алгоритм могут быть сформулированы в

терминах операторов Ти Гд.
Можно рассмотреть и другой вариант той же задачи — с бесконечным

горизонтом, когда ищется последовательность тг = (ц0, цг,...), которая

минимизирует величину

ЛГ-1

Л(х0)= Mm 2 g[xk,tik(xk)] »

Я" °°
*= О

при условии, что выполняются ограничения (3). В этом случае нужно,

безусловно, сделать предположения, которые обеспечивают существование

предела в выражении (13) при любых тг и х0. При соответствующих
предположениях можно показать, что оптимальная функция издержек,
определяемая формулой

J*ix)-MJ9ix),

удовлетворяет следующему функциональному уравнению Беллмана:

Г(х)= inf {g(x,u)+J*[f(x,u{)} .

м€С/(х)
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Это уравнение эквивалентно равенству

J*ix)-TiJ*)ix) Vxes,

показывающему, что функция J* является неподвижной точкой оператора
Т. Большинство результатов, относящихся к случаю бесконечного
горизонта и представляющих аналитический интерес, примыкают к этому

уравнению.

Другие вопросы связаны с существованием и характеризацией
оптимальных или почти оптимальных стратегий и со справедливостью соотношения

Г(х)=11т TN(J0)(x) VxGS, (14)

которое говорит о том, что алгоритм ДП дает в пределе оптимальную

функцию издержек данной задачи. И в этом случае как задача, так и

основные относящиеся к ней аналитические и вычислительные результаты могут
быть сформулированы в терминах операторов Г и Гд.

Детерминированная задача оптимального управления, описанная выше,
является типичной среди представляющих практический интерес задач

последовательного принятия решений, которые могут быть
сформулированы в терминах отображений, аналогичных отображению И из формулы (8).
Как будет показано в главе 2, таким же образом можно сформулировать
задачи стохастического оптимального управления, минимаксного

управления и другие задачи. Цель части I книги состоит в том, чтобы изложить

все эти задачи с единой аналитической точки зрения и получить в широко

применяемой форме все результаты, справедливость которых вытекает

исключительно из основной последовательной структуры процесса
принятия решений. Это достигается тем, что за исходную точку берется
отображение Н такое, как в формуле (8), и все основные результаты выводятся

в обобщенной форме. Затем эти результаты прилагаются к пяти частным

моделям, описанным в разделе 2.3: детерминированным задачам
оптимального управления; трем типам задач стохастического оптимального

управления (счетное пространство возмущений, подход с использованием

внешнего интеграла и мультипликативный функционал издержек) и задачам

минимаксного управления.

1.2. Задачи стохастического оптимального управления
с дискретным временем: вопросы измеримости

Теоретические построения части I недостаточны для того, чтобы

обеспечить полный анализ задач стохастического оптимального управления,

рассмотрение которых является основной целью этой книги. Дело в том, что

когда такие задачи формулируются на несчетных вероятностных

пространствах, то на допустимые стратегии должны быть наложены нетривиальные
ограничения измеримости (или нужно обращаться к понятию внешнего

интеграла).
Задача стохастического оптимального управления с дискретным

временем получается из детерминированной задачи, описанной в предыдущем

разделе, когда в описании системы присутствует случайное возмущение

Wfc. При этом уравнение (1) заменяется на уравнение

**+i mH*k.uk,wk) 05)

и функция издержек за один шаг принимает вид gixk, uk, wk). Возмущение
wk является элементом некоторого вероятностного пространства (W, F) и

имеет распределениеp(dwk \xk,uk). Таким образом, управление ик оказы-

2АБвртсекас
шш иклптвбГ 17

вм. А.У. Горьмп
МГУ



вает влияние на переход из состояния хк в состояние х* + i дважды: один

раз в уравнении системы (15) и еще раз как параметр в распределении
возмущения wk. Аналогично управление влияет и на издержки с двух

сторон.
Некоторая избыточность такой модели уравнения системы будет

исключена в главе 8, где будут введены ядро переходов из состояния в состояние

и приведенная одношаговая функция издержек, и, таким образом, будет
осуществлен переход к модели, принятой в литературе по статистике

(см., например, Блекуэлл [17], Штраух [83]). В инженерной литературе
чаще встречается более общая форма уравнения системы, которая более

удобна для приложений, и поэтому выберем ее в качестве отправной точки.

Ядро переходов из состояния в состояние и одношаговая функция
издержек представляют собой технические средства, которые исключают

из рассмотрения пространство возмущений (W, F) и делают модель более

пригодной для анализа. Покажем сначала, как свойства первоначальной
системы переносятся на свойства ядра переходов из состояния в состояние

и одношаговой функции издержек (см. ниже замечания, сопровождающие

определения 8.1 и 8.8).
Задача стохастического оптимального управления отличается от своего

детерминированного аналога тогда, когда становится известной

информация. При детерминированном управлении каждому начальному состоянию

и каждой стратегии соответствует последовательность управлений (</0,...
...,uN_i), которая может быть определена заранее, а получающиеся затем

состояния системы определяются с помощью уравнения (1). В отличие от

этого, в стохастической системе при заранее выбранных управлениях лицо,

принимающее решения, может обнаружить в процессе эволюции системы,

что появились нежелательные состояния и что выбранные управления
больше не подходят. Поэтому приходится рассматривать стратегии тг =

= (Мо/- • • /Mjv-i)# где ^задает управление как функцию от прошлого.

Если х0
— начальное состояние, то за первое управление берется и0=

= Ио{х0). Если наблюдались состояния и управления (х0/ и0,. .., ик_1гхк),
то 3afeM выбирается управление

"к - /М*о, "о ик- ь *к) • (16)

Мы требуем, чтобы управления удовлетворяли ограничениям

М*(*о, "о «/*- и хк) е Укк)

для любой истории (х0/ и0,..., uk_i, хк) и всех к. Таким образом, лицо,

принимающее решения, на.каждом шаге использует всю доступную ему

информацию.
Лицо, принимающее решения, вместо последовательности управлений

выбирает стратегию, которая минимизирует суммарные средние издержки,
связанные с работой системы. Мы покажем, что в большинстве случаев на

самом деле достаточно рассматривать только марковские стратегии, т.е.

те стратегии, для которых соответствующие управления ик зависят только

от текущего состояния хк, а не от всей истории (х0/ и0, ..., ик__х, хк).
Именно с этим типом стратегий мы имели дело в разделе 1.1.

Обрисованный здесь анализ стохастической модели принятия решений
может быть довольно хорошо разделен на две категории — структурные

вопросы и вопросы измеримости. Структурный анализ включает в себя

результаты, которые можно получить, не задумываясь об измеримости

встречающихся функций и множеств, например, если модель

детерминированная или, в общем случае, пространство возмущений W счетно. В час-
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ти I книги структурные результаты выводятся с использованием

отображения И и операторов Гм и Г типа тех, что были рассмотрены в предыдущем

разделе. Анализ вопросов измеримости имеет своей целью показать, что

структурные результаты остаются справедливыми и тогда, когда на

множество допустимых стратегий налагаются нетривиальные ограничения

измеримости. В части II книги основные усилия направлены на анализ

вопросов измеримости, непосредственно связанных со структурными

результатами, полученными в части I и в других источниках (см. Бертсекас
[121).
Эта дихотомия анализа может быть хорошо проиллюстрирована на

примере алгоритма ДП для случая конечного горизонта, рассмотренного Бел-

лманом [9]:

•/о(х) = 0, (17)

Л+ 1(х) = inf Е{д{х, и, w) + Jk[f{x, и, w)}} , к = О N - 1,
иеЩх) (18)

где математическое ожидание берется по мере p(dw \х, и). Это —
стохастический двойник детерминированного алгоритма ДП (4), (5).

Разумно ожидать, что Jk{x) представляет собой оптимальные издержки,
связанные с функционированием системы, за к шагов, когда х является

начальным состоянием, а также что если инфимум в соотношении (18)

достигается при и * м*(х) для любого хиАг = 0, ...,/V — 1,то стратегия тг =

= (Мо# • •
•, Млг-1) является оптимальной для любого состояния х. Если не

возникают вопросы измеримости, то (как будет показано в главе 3) это в

самом деле верно при весьма слабых предположениях. Однако главное

состоит в том, чтобы правильно сформулировать задачу стохастического

управления и показать, что алгоритм ДП (17), (18) имеет смысл с точки

зрения теории меры.

Одна из трудностей состоит в показе того, что выражение в фигурных
скобках в уравнении (18) измеримо в некотором смысле. Таким образом,
мы должны установить свойства измеримости для функций Jk. Другой
связанный с этим вопрос заключается в необходимости совместить

измеримость стратегий (нужную для того, чтобы можно было определить средние

ожидаемые издержки при данной стратегии) с желанием осуществлять

выбор в уравнении (18) в точке инфимума или вблизи этой точки.

Проиллюстрируем эти трудности на простом двухшаговом примере.

Двухшаговая задача. Рассмотрим следующую последовательность

событий:

(а) Генерируется начальное состояние х0 € Я (R представляет собой

действительную прямую).
(б) При условии, что известно х0, принимающий решение выбирает

управление и0 Е R.

(в) В соответствии с известной вероятностной мерой pidxx\x0, u0) на

BR - борелевских подмножествах, зависящей отх0 и и0, образуется
состояние X! G /?. [В терминах нашей более ранней модели это соответствует

уравнению системы вида хх
= w0 иp{dw0 I х0/ и0) = p{dxx | х0, и0).]

(г) При известном состоянии xt принимающий решение выбирает
управление их Е Я.

При заданной вероятностной мере p(dxx |x0/ и0) для любой пары

(*о, и0) Е R2 и функции д: R2 -*• R задача заключается в нахождении

стратегии я - (до, цх), состоящей из двух функций Мо' Я -*/? и Mi: R-*R,
которая минимизирует функционал

^Uo)e/f[xi,MiUi)]pW*i i*o.Mo(*o)). (19)
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Временно мы отложим дискуссию об ограничениях (если таковые есть),

которые должны быть наложены на функции д, Мо и Mi для того, чтобы

интеграл в (19) был вполне определен. В терминах нашей ранее описанной

модели функция д задает издержки на втором шаге; считаем, что на первом

шаге издержки отсутствуют.

Алгоритм ДП применительно к данной задаче имеет вид

Jifril-inffUbd), (20)

^UoHinf/^UjJpU/x! \x0,u0), (21)
и0

и если предположить, что выполняют неравенства *М*о) > — °°, *M*i) >
> -°° для всех х0 Е R, хх Е /?, то можно ожидать, что справедливы

следующие результат^:
Р.1. Имеет место равенство

Л(*о) " inf 7w(xo) Vx0 ЕЯ.
V

Р.2. Для любого числа е > 0 существует (всюду) 6-оптимальная

стратегия, т.е. стратегия я€ такая, что

А>о)< inf Jnko) + e Vx0 € Я.
~

it r

Р.З. Если инфимум в выражениях (20) и (21) достигается для ecexxi Е

€ Я и х0 € /?, то существует стратегия, которая является оптимальной

для любого х0 Е /?.

Р.4. Если функции MiUi) и Мо(*о) доставляют инфимум соответственно

в (20) и (21) для всех Xi Е Я и х0 £ А?, то стратегия тг*= (м<ь Mi)
оптимальна для любого х0 Е Я, т.е.

*/я*(хо) = inf J¥ko) Vx0 ЕЯ.
тг

Формальный вывод утверждения Р.1 состоит из следующих шагов:

inf7ir(xo) = inf \tMfg[xllfXi{xi)}p{dxl\x0tix0{xo))= (22a)
ff До Mi

= inf / {inf gku ux)} p(dx\ |x0,Mo(*o)) = (226)
Mo u\

= inf/71(x1)p(cTx1 IxcMoUoJJ'inf/^UiJpWxi |x0/u0) = */2(*o).
Mo «o

Аналогичные формальные выводы могут быть сделаны для утверждений
Р.2, Р.З и Р.4.

Для того чтобы сделать предшествующий вывод осмысленным и

математически строгим, необходимо дать обоснование следующим двум фактам.
(а) В соотношении (22а) функции д и Mi должны быть такими, чтобы

функцию д [xi, /mi (xt)] можно было интегрировать во вполне определенном

смысле.

(б) В соотношении (226) перестановка операций взятия инфимума и

интегрирования должна быть законной. Кроме того, функция д должна
быть такой, чтобы функцию */il*i) 1= infMi0(xi, </i) J можно было

интегрировать во вполне определенном смысле.

Вначале заметим, что если для каждой пары (х0/ и0) MepapU/xj | х0, и0)
имеет счетный носитель, т.е. сосредоточена на счетном числе точек, то

интеграл в соотношениях (22а) и (226) сводится к бесконечной сумме.
Таким образом, нет необходимости в чгом, чтобы налагать ограничения на

измеримость функций д, /tt0 и Мь а изменение порядка в операциях взятия
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инфимума и интегрирования в соотношении (226) оправдано, если

предположить, что \r\fUig(xi, их) > — <*> для всехxi G Я. (Для любого числае>О

выберем функцию Ме: R-* R такую, что

glxi.fJ^iXi)] <infflr(xi,</i) + 6 VxxeR. (23)

Тогда

\nffg[xltfxx{xi)]p(dxi |x0,Мо(*о))</g[*\,Me(*iHpW*i |x0,Mo(xo)X
Mi

<f\r\fg{xi,ul)p{dxl\x0tii0{xo)) + c- (24)
u,

Так как число е > 0 произвольно, то отсюда следует, что

inf fg[xlt mi (x! )]p(dxx | x0. Mo(*о)) <
Mi

</{infflf(xb£/1)}p(cfx1|x0,Mo(xo)).
"l

Неравенство противоположного знака очевидно; отсюда следует нужный
результат.) Аналогичные рассуждения доказывают утверждение Р.2, а

утверждения Р.З и Р.4 тривиальны, если принять во внимание, что нет
ограничений на измеримость функций Мо и Mi •

Если мера p(dxx | х0, и0) не имеет счетного носителя, то существуют два
основных подхода. Первый состоит в том, чтобы расширить понятие

интеграла, а второй - в наложении на функции д, Мо и Mi ограничений,
обеспечивающих измеримость в нужном смысле. Такое расширение понятия

интеграла может быть достигнуто, если интерпретировать интефалы в

равенствах (22а) и (226) как внешние интегралы (см. приложение А). Так
как внешний интеграл может быть определен для любой функции,
измеримой или нет, то нет необходимости требовать, чтобы функции д, Мо и Mi

были измеримы в каком-либо смысле. В результате равенства (22а) и (226)
приобретают смысл и проходит доказательство, подобное тому, которое
начинается с неравенства (23). Этот подход подробно обсуждается в части I,
где показывается, что все основные результаты для задач с конечным и

бесконечным горизонтом с полной информацией о состояниях доводятся

до конца в рамках теории внешнего интеграла. Однако этому подходу
присущи свои ограничения, связанные с особенностями аппарата внешнего

интеграла. Трудности возникают также при использовании достаточных

статистик в моделях с неполной информацией.
Разработка другого основного подхода в общей форме была начата

Блекуэллом [17] в 1965 г. В этом подходе с самого начала предполагают,
что функция д измерима по Борелю и, кроме того, для любого множества

В € В/г (В* есть борелевская а-алгебра в Я), функция р(В |х0, и0)
измерима по Борелю по (х0, и0). Вначале при исследовании задачи от функций
Мо и Mi требовалась измеримость по Борелю. В этих предположениях

функция д [xi, Mi (*i )1 измерима по Борелю по Xi, когда Mi является измеримой
по Борелю, а интеграл в равенстве (22а) вполне определен.

Главная трудность возникает при рассмотрении равенства (226), так

как не обязательно функция

»/i(xi) = infflf(XbW1)

измерима по Борелю, даже если этим свойством обладает функция д.
Причина кроется в том факте, что ортогональная проекция борелевского
множества из Я2 на одну из осей не обязательно должна быть измеримой
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по Борелю (см. раздел 7.6). Так как для с € R имеем

{х\ Ui(x1)<c} = proj{(Xb</1) lf(xi,i/i)<c},

где proj обозначает проекцию на ось хь то можно увидеть, что множество
х 1

{x\\J\(xy) <c) не обязательно должно быть борелевским, даже если

множество {(*!, их) \д(хх, их) <с) является таковым. Трудности могут быть
частично преодолены, если показать, что функция Jx является

полуаналитической снизу, а следовательно, также и универсально измеримой (см.
раздел 7.7). Таким образом, функция Jx может интегрироваться по любой

вероятностной мере на В/г.
Другие затруднения связаны с тем, что вообще нельзя найти измеримый

по Борелю етоптимальный селектор ц€, удовлетворяющий неравенству (23),
хотя известен более слабый результат, заключающийся в том, что для
любой вероятностной меры р на BR может быть установлено существование

измеримого по Борелю селектора Me» удовлетворяющего неравенству

0[ХьМе1М1 <infflf(XbW!> + €

для почти всех хг Е R по мере р. Этот результат достаточен для
обоснования неравенства (24) и, таким образом, для доказательства результата Р.1

{J2 = inf Jn). Несмотря на это, результаты Р.2 и Р.З не могут быть доказаны

в случае, когда от функций Мо и Mi требуется измеримость по Борелю, а

могут быть доказаны лишь в более слабой форме, использующей понятие

р-оптимальности (см. [83,40]).
Цель части II состоит в разрешении вопросов измеримости в

стохастическом оптимальном управлении таким образом, чтобы почти каждый

результат мог быть доказан так же строго, как и соответствующий
результат его структурного аналога. Это достигается путем расширения
множества допустимых стратегий за счет включения в него всех универсально

измеримых стратегий. В частности, мы показываем существование внутри

этого класса стратегий, которые являются оптимальными или почти

оптимальными для любого начального состояния.

Вопросами измеримости в теории стохастического оптимального

управления занималось большое число авторов. Опишем здесь три принятых

подхода и покажем, как их цели и результаты относятся к нашим

собственным. Четвертый подход, принадлежащий Блекуэллу и др. [20] и

базирующийся на аналитически измеримых стратегиях, рассматривается в

следующем разделе и в разделе 11.2.

1. Общая модель. Если пространства состояний, управлений и

возмущений являются произвольными пространствами с мерой, то сделано может

быть очень мало. Одной из попыток в этом направлении является работа
Штрибель [85], в которой используется понятие р-существенных инфиму-
мов. Чтобы алгоритм динамического программирования имел смысл в этой

работе, уравнение (18) заменяется на уравнение

Л + 1(*) =

= рсущественный inf E{д[х, ц(х), w] + Jk [f(x, м(х), w)} , (25)

к = 0,..., N — 1, гдер-существенный инфимум берется по всем измеримым

функциям м, отображающим пространство состояний S в пространство

управлений С и удовлетворяющим цюбым предположенным ограничениям.

Функции Jk измеримы, и если вероятностные мерыр<>, •
••, Pn-\ выбраны
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правильно и имеет место так называемое свойство счетной е-решетчатости,
то модифицированный алгоритм динамического программирования
порождает оптимальную функцию издержек и может быть использован для

получения стратегий, которые являются оптимальными или почти

оптимальными для почти всех по мере PN-i начальных состояний. Однако

выбор подходящих вероятностных мер Ро, • • •
/ Рдг_ {

так же труден, как

реализация алгоритма динамического программирования, а проверка

свойства счетной е-решетчатости эквивалентна доказательству
существования е-оптимальной стратегии.

2. Полунепрерывные модели. Значительное внимание уделялось

моделям, в которых пространства состояний и управлений являются борелев-
скими или даже пространством /?", и приведенная функция издержек

Л(х, и) = fgix, и, w)p{dw | х, и)

обладает свойствами полунепрерывности и/или выпуклости.

Сопутствующим является предположение о том, что отображение х -* U[x) является

измеримой многозначной функцией с замкнутой областью значений [67].
В последнем случае существует измеримый по борелю селектор ц: S -+ С

такой, что м (х) £ U(x) для любого состояния х (Куратовский и Рыль-

Нарджевский [49]). Это, конечно, необходимо для существования какой-

нибудь измеримой по Борелю стратегии.
Основной факт, имеющий отношение к моделям этого типа, состоит в

том, что при различных комбинациях предположений полунепрерывности
и компактности функции Jk, определенные соотношениями (17), (18),
являются полунепрерывными. К тому же часто можно показать, что инфи-
мум в соотношении (18) достигается для любых х и к, и существуют

измеримые по Борелю селекторы Мо# •.
•, Mw_iтакие, что цк{х) доставляет

этот инфимум (Фридман [32], Фурукава [33], Химмельберг и др. [39],
Маитра [55], Шел [73] и ссылки, содержащиеся в них). Такая стратегия
является оптимальной и ее существование

— это дополнительный выигрыш

от топологических условий, налагаемых для того, чтобы задача была вполне

определена.. В разделе 9.5 мы покажем, что условия полунепрерывности

снизу и компактности гарантируют сходимость алгоритма динамического

программирования в случае бесконечного горизонта к оптимальной

функции издержек, а также что этот алгоритм может использоваться для

получения оптимальной стационарной стратегии..
Предположения непрерывности и компактности являются общими для

многих работ, посвященных стохастическому программированию. Эти

работы отличаются от нашей книги как целями, так и структурой. Во-
первых, в обычной модели стохастического программирования управления
не могут влиять на распределение будущих состояний (Олсен [60-62],
Рокафеллар и Ветс [68, 69] и ссылки, содержащиеся в них). Вследствие
этого модель не включает, как частные случаи, многие важные задачи, такие,

как например, классическая задача линейного квадратичного
стохастического управления [12, раздел 3.1]. Во-вторых, предположения о

выпуклости, полунепрерывности снизу или и то, и другое вместе делаются по

отношению к функции издержек, модель подгоняется под теорему Куратовского—
Рыль-Нарджевского об измеримом выборе, а анализ осуществляется в

конечномерном евклидовом пространстве состояний. И все это делается ради

преодоления трудностей, связанных с измеримостью. Результаты с трудом

обобщаются на случаи, когда приходится выходить за рамки евклидовых

пространств (Рокафеллар [67]). В указанных работах делается упор на

результаты, типичные для выпуклого программирования, т.е. на двойствен-
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ность и условия оптимальности Куна—Таккера, а поэтому в них

рассматривается узкий класс задач и получаются сильные результаты.

3. Борелевские модели. Подход с борелевской измеримостью был
введен Блекуэллом [17] и усовершенствован Штраухом, Дынкиным,
Юшкевичем, Хиндерером и другими. В этих работах предполагалось, что

пространства состояний и управлений S и С являются борелевскими, а функции,
определяющие модель, измеримы по Борелю.

Первоначальные попытки были направлены на доказательство в этих

рамках существования "хороших" оптимальных или почти оптимальных

стратегий. От стратегий требовалось, чтобы они были измеримы по Борелю.
Для этой модели можно доказать универсальную измеримость

оптимальной функции издержек и существование для любого числа е > 0 и

вероятностной меры р на 5 (ре (оптимальной стратегии (Штраух [83, теоремы 7.1

и 8.1]). 3/цсь (р-е)оптимальная стратегия — это такая стратегия, которая

приводит к издержкам, отличающимся менее чем на е от оптимальных

издержек для почти всех по мерер начальных состояний.

Выше обсуждался вопрос о том, что даже в случае конечного горизонта

оптимальная функция издержек не обязательно должна быть измерима по

Борелю и, следовательно, не обязательно должна существовать везде

е-оптимальная стратегия (Блекуэлл [17, пример 2]). Трудности возникают

из-за невозможности выбрать измеримую по Борелю функцию ju^: S->C,
которая обеспечивала бы почти достижение инфимума в соотношении (18)
равномерно по х. Невозможность существования такой функции создает

помехи на пути построения оптимальных стратегий посредством алгоритма
динамического программирования (17) и (18), так как нужно сначала

определить на каждом шаге меру р, по отношению к которой инфимум в

соотношении (18) приближенно достигается для почти всех х по мерер. По

существу, с той же проблемой приходится сталкиваться и при

рассмотрении соотношения (25).
Трудности построения почти оптимальных стратегий в случае

бесконечного горизонта стоят еще более остро. Более того, с точки зрения

приложений (р-е (оптимальная стратегия, даже если она может быть построена,
является существенно менее привлекательным объектом, чем всюду
е-оптимальная стратегия, так как во многих ситуациях распределение р
неизвестно или может меняться при повторении испытаний и тогда должна
вычисляться новая е-оптимальная стратегия.

В нашей книге класс допустимых стратегий в борелевской модели

расширен за счет включения всех универсально измеримых стратегий. В
части II мы покажем, что этот класс достаточно широк, чтобы обеспечить

существование всюду е-оптимальных стратегий, и если инфимум в

соотношении (18) алгоритма ДП достигается для любых х и к, то существует всюду
оптимальная стратегия. Таким образом, можно обходиться без понятия

рюптимальности. Главные доводы, объясняющие, почему оптимальные

стратегии могут выбираться из класса универсально измеримых стратегий,
содержатся в теореме о выборе из раздела 7.7.

Другое преимущество работы с классом универсально измеримых

функций состоит в том, что этот класс замкнут относительно основных

операций, таких, как интефирование по универсально измеримому

стохастическому ядру или суперпозиция.

Наш метод доказательства результатов для случая бесконечного

горизонта основан на эквивалентности стохастической и детерминированной
моделей принятия решений, которая показана в разделах 9.1—9.3. Переход
от одной модели к другой продела^ только для случая бесконечного

горизонта, так как для получения результатов главы 8 это не нужно. Это также
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проделано в предположениях (Р), (N) или (D) определения 9.1, хотя

модели имеют смысл при условиях, аналогичных предположениям (F+) и

(F~) раздела 8.1. Связь стохастической и детерминированной моделей
широко используется в разделах 9.4-9.6, где структурные результаты,
доказанные в части I, применяются к детерминированной модели, а затем

переносятся на стохастическую модель. Этот анализ показывает, как

результаты для стохастических моделей с ограничениями на измеримость

множества допустимых стратегий могут быть получены из общих результатов
для абстрактных моделей динамического программирования, приведенных
в части I, и является связующим звеном между двумя частями данной

работы.

1.3. Связь книга с литературой

Этот раздел кратко суммирует содержание каждой главы и указывает
на связи с существующей литературой. Результаты, полученные авторами
в ходе исследований, публиковались в различном виде (Бертсекас [11-13],

Шрив [76, 77], Шрив и Бертсекас [78-81]). Так как настоящая

монография служит завершением их совместной работы, то некоторые результаты

мы представляем как новые, хотя они, может быть, и содержатся в

названных выше публикациях.
Часть I. Цель части I состоите том, чтобы предложить унифицированную

схему для моделей динамического программирования с конечным и

бесконечным горизонтом. Мы ограничиваемся тремя типами моделей с

бесконечным горизонтом, которые подобны моделям с дисконтированием,
положительной модели Блекуэлла [16, 17] и отрицательной модели Штрауха [83].
Остается открытым вопрос, можно ли схему части I эффективно
распространить на другие типы моделей с бесконечным горизонтом такие, как

модель со средними издержками Ховарда [43] или сходящиеся модели

динамического программирования того типа, что были рассмотрены Дын-
киными Юшкевичем [1] и Хордийком [42].

Постановка задачи в части I является новой. Работа, наиболее близкая
к представленной здесь схеме, принадлежит Денардо [26], который
рассмотрел абстрактную модель динамического программирования в

предположениях сжимаемости. Большинство результатов Денардо включено в

несколько измененном виде в главу 4. Постановка задачи, принадлежащая
Денардо, основана на предположении сжимаемости и потому непригодна

для моделей с конечным горизонтом таких, как в главе 3, и для моделей
с бесконечным горизонтом таких, как в главе 5. Этим объясняется отличие
нашей формулировки задачи от формулировки Денардо.

Большинство результатов части I являются обобщениями известных

результатов для частных классов задач таких, например, как задачи

детерминированного и стохастического оптимального управления. Мы стараемся

сослаться на первоисточники, хотя в некоторых случаях это довольно

трудно сделать. Некоторые результаты части I не были ранее опубликованы
даже для частных задач и о них будет говориться как о новых результатах.

Глава 2. Здесь формулируется основная абстрактная задача
последовательной оптимизации, которая является предметом рассмотрения части I.

В разделе 2-3 описано несколько классов задач, представляющих
практический интерес, и показано, что они являются частными случаями абстрактной
задачи. Всем этим задачам уделено большое внимание в литературе;
исключение составляет модель стохастического оптимального управления,

базирующаяся на понятии внешнего интеграла (п. 2.3.3). Эта модель, так же

как и результаты последующих глав, относящиеся к ней, является новой.
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Стохастическая модель, опирающаяся на понятие внешнего интеграла, была

также рассмотрена Денардо [26], который использовал другое определение
внешнего интеграла. Его определение хорошо работает в предположениях

сжимаемости таких, как сделанное в главе 4. Однако многие результаты

глав 3 и 5 несправедливы, если принять определение внешнего интеграла,

данное Денардо. В то же время все основные результаты части I остаются

справедливыми, если пользоваться моделью из п. 23.3.

Глава 3. В этой главе рассматривается вариант абстрактной задачи,
соответствующей конечному горизонту. Основные результаты этой главы

относятся к справедливости алгоритма динамического программирования,

т.е. уравнения J^ = TN(J0). Это уравнение в инженерной литературе часто

принимается без критического анализа, в то время как в математических

работах оно доказывается в предположениях более сильных, чем

необходимо. Хотя нам * не удалось обнаружить соответствующий источник, мы

уверены, что результаты предложения 3.1 для задач стохастического

оптимального управления известны. Понятие последовательности стратегий,
обладающей (е*,}-мажорируемой сходимостью к оптимальности и

результат о существовании такой последовательности (предложение 3.2)
являются новыми.

Глава 4. Здесь рассматривается вариант нашей абстрактной задачи,
отвечающей бесконечному горизонту в предположении сжимаемости.

Результаты этой главы во многом пересекаются с результатами Денардо [26].
Наше предположение сжимаемости лишь слабо отличается от аналогичного

предположения Денардо. Предложения 4.1, 4.2, 4.3(a) и 4.3(b)
принадлежат Денардо [26], в то время как предложение 4.3 (б) доказано Блекуэл-
лом [17] для задачи стохастического оптимального управления.
Предложение 4.4 является новым. Похожие условия компактности для
существования стационарной оптимальной стратегии в задачах стохастического

оптимального управления были даны Маитра [55], Кушнером [50] и Ше-
лем [75]. Предложения 4.6 и 4.7 улучшают соответствующие результаты
Денардо [26] и Макквина [56]. Модифицированный алгоритм
итерирования стратегий и соответствующий результат о сходимости

(предложение 4.9) в той форме, в которой они приводятся здесь, являются новыми.

У Денардо [26] итерирование стратегий имеет несколько менее общую
форму. Идея итерирования стратегий для задач детерминированного и

стохастического оптимального управления восходит, разумеется, к

раннему периоду истории динамического программирования (Беллман [9],
Ховард [43]). Формулировка в терминах математического

программирования из п. 4.3.3 принадлежит Денардо [26].
Глава 5. Здесь рассматриваются варианты нашей абстрактной модели с

бесконечным горизонтом, подобные положительной и отрицательной
моделям Блекуэлла [16, 17] и Штрауха [83]. В случае стохастического

оптимального управления большинство результатов этой главы либо были

получены этими авторами, либо могут быть тривиально выведены из их

результатов. Та часть предложения 5.1, которая относится к существованию

еоптимальной стационарной стратегии, является новой, как и последняя

часть предложения 5.2. Предложения 5.3 и 5.5 в форме задач игорного дома
были доказаны Дубинсом и Сэведжем [30], монография которых
стимулировала появление многих последующих работ по динамическому

программированию. Предложения 5.9-5.11 являются новыми. Результаты,
аналогичные тем, что содержатся в предложении 5.10, были получены Шелем [75]
для задач стохастического оптимального управления в предположениях

полунепрерывности и компактности.

К
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Глава в. Выводы этой главы являются новыми. Поводом для них

послужит тот факт, что схема и результаты глав 2—5 применимы в первую

очередь к задачам, где вопросы измеримости несущественны. Несмотря на

возможность применять эти результаты к задачам, в которых стратегии

подчиняются ограничениям измеримости, это может быть сделано только

после аккуратной переформулировки задачи (см. главу 9). Здесь мы

обобщаем нашу схему так, чтобы задачи, в которых вопросы измеримости

привносят сложности по существу, могли решаться без такой

переформулировки. Однако только часть предыдущих результатов переносится на

обобщенную схему — главным образом те из них, что относятся к моделям

с конечным горизонтом и к моделям с бесконечным горизонтом в

предположениях сжимаемости.

Часть II. Цель части II состоит в детальном развитии задачи
стохастического оптимального управления с дискретным временем (при аддитивных

издержках) в борелевских пространствах. Здесь уже не обойтись без
вопросов измеримости. Эта модель была выбрана среди частных моделей,
рассмотренных в части I, по той причине, что она часто встречается, а также

может служить образцом при преодолении трудностей, связанных с

измеримостью, во многих других моделях принятия решений.
В главе 7 излагаются нужные топологические свойства борелевских

пространств и вероятностных мер на них. В частности, подробно
освещаются свойства аналитических множеств. В главе 8 рассматривается задача
стохастического оптимального управления с конечным горизонтом, а глава 9

посвящена случаю бесконечного горизонта. В главе 10 рассматривается
задача стохастического оптимального управления в ситуации, когда

наблюдение за состоянием системы сопровождается "помехами". В главе 11

приводятся некоторые расширения теории глав 8 и 9.

Глава 7. Рассмотренные здесь свойства метризуемых пространств
хорошо известны. Сведения о борелевских пространствах могут быть найдены
в главе I книги Партхасарати [65], они содержатся также у Куратовского
[46, 47]. У Партхасарати можно также найти обсуждение слабой

топологии [65]. Предложения 7.20, 7.21 и 7.23 принадлежат Прохорову [2],
но при их доказательстве мы следуем Варадараяну [87]. Часть
предложения 7.21 имеется в книге Биллингсли [15]. Предложение 7.25 является

обобщением результата, полученного для компакта X в работах Дубинса и

Фридмана [29]. Различные варианты предложения 7.25 для некомпактного

множества X использовались в литературе (Штраух [83], Блекуэлл и др.

[20]), причем авторы, несомненно, имели в виду вложение множествах в

компактное метрическое пространство с помощью теоремы Урысона.
Предложение 7.27 опубликовано в работах Рениуса [66], Юшкевича [5] и

Штрибель [85]. Мы приводим доказательство, принадлежащее Штрибель.
Предложения 7.28 и 7.29 в той или иной форме встречаются в учебниках по

теории вероятностей. Чаще всего делаются ссылки на книгу Лоэва [51].
Предложения 7.30 и 7.31. легко выводятся из результатов, полученных

Маитра [55] и Шелем [74], а большинство остальных результатов о

полунепрерывных функциях, восходят к Хаусдорфу [38]. Предложение 7.33
принадлежит Дубинсу и Сэведжу [30]. Предложение 734 заимствовано

из работы Фридмана [32].
Исследование аналитических множеств в борелевских пространствах

началось несколько лет назад, но недавно оно получило дополнительный

импульс, когда было обнаружено, что эти множества имеют применения в

теории случайных процессов. Система Суслина и аналитические

множества впервые появились в работе Суслина в 1917 г. [86], хотя самую идею
приписывают Александрову. Суслин показал, что любое борелевское под-
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множество действительной прямой может быть получено как ядро системы Я
Суслина для замкнутых интервалов; аналогичным образом могут быть II
получены и неборелевские множества. Он также отметил, что аналитические I
множества из R — это как раз проекции на числовую ось борелевских М
множеств из Я2. Универсальная измеримость аналитических множеств 11

(следствие 7.42.1) была доказана Лузиным и Сирпинеким [53] в 1918 г. |
(См., также работу Лузина [52]). Приведенное нами доказательство взято §
из книги Сакса [71]. Результаты об аналитических множествах взяты нами ||
также у Куратовского [46], Делашери [25], Майера [57], Бурбаки [21], 1

Партхасарати [65] и Бресслера и Сиона [22]. Предложение 7.43 принадпе- ||
жит Майеру и Траки [58], но данное нами доказательство является ориги- |[
нальным. Доказательства предложений 7.47 и 7.49 очень похожи на те, что ft
можно найти в работе Блекуэлла и др. [20]. Основной результат предло- 1
жения 7.49 принадлежит Янкову [6], но примерно в то же самое время этот I

результат был получен фон Нейманом [59, лемма 5, с. 448], хотя и опуб- 8
ликован позже. Результат Янкова — фон Неймана был усилен Макеем [54, I
теорема 6.3]. История доказательства этой теоремы изложена Вагнером [88, |
с. 900-901]: Предложение 7.50(a) принадлежит Блекуэллу и др. [20]. ft
Предложение 7.50(6) вместе с усиленным вариантом предложения 11.4 II

обобщает результат Брауна и Пурвеса [23], которые доказали существова- ||
ние универсально измеримого селектора у для случая, когда функция f у
измерима по Борелю.

Глава 8. Модель стохастического оптимального управления из главы 8

является по существу вариантом моделей с конечным горизонтом,

рассмотренных Блекуэллом [16,17],Штраухом [83] ,Хиндерером [40],Дынки-
ным и Юшкевичем [1], Блекуэллом и др. [20]. Во всех этих работах, за

исключением последней, рассматриваются измеримые по Борелю стратегии
и получаются результаты о существовании (р-е )оптимального типа (см.
предыдущий раздел). Мы допускаем универсально измеримые стратегии и

потому получаем результаты о существовании е-оптимальных всюду
стратегий. В главах 8 и 9 внимание сконцентрировано на доказательстве

результатов, справедливых всюду. Однако полученные до этого результаты,
относящиеся только к измеримым по Борелю стратегиям и выполняющиеся

почти всюду по мере р, легко можно получить как следствия. Это вытекает

из следующего утверждения, краткий набросок доказательства которого
мы приводим здесь:

(F) Если X и У — борелевские пространства, р0, рх,... -

последовательность вероятностных мер на X, a [i— универсально измеримое отоОра-
жвние из X в У, то существует измеримое по Борелю отображение // из X
в У такое, что (л{х) = /и'(х) для почти всех х по мере рк, к ■ 0, 1,...

Рассмотрим, как это замечание может быть использовано для получения

результатов о существовании р-оптимального типа из наших результатов на

примере предложения 9.19. Оно, в частности, утверждает, что для любых

числа е > 0 и коэффициента дисконтирования а, меньшего единицы,

существует е-оптимальная нерандомизированная стационарная стратегия, т.е.

стратегия я = (д, д, ...), в которой /iпредставляет собой универсально
измеримое отображение из 5 в С. Если на множестве 5 задана мера Ро, то

эта стратегия порождает последовательность мер Ро, р\, ... на S, гдер* —

распределение состояния на Ar-м шаге, когда начальное состояние

распределено по мере Ро и используется стратегия тг.

Пусть отображение у!: S->C измеримо по Борелю и равном для почти

всех х по мере рк, к » 0,1,... Полржим тг' = (д', у!,...). Тогда можно

показать, что для почти всех по мере р& начальных состояний издержки, от-
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вечающие я', равны издержкам, соответствующим я, поэтому я' является

(р0-е)-оптимальной нерандомизированной стационарной измеримой по

Борелю стратегией. Существование такой стратегии я' является новым

результатом. Аналогичные рассуждения применимы ко всем результатам о

существовании из глав 8 и 9.

Наметим теперь доказательство утверждения (F). Предположим
вначале, что Y есть борелевское подмножество отрезка [0, 1 ]. Тогда для
рационального числа г G [0, 1] множество (/(/Iе (х\ц(х) <г) универсально
измеримо. Для любого /г обозначим через р* [U{r)] внешнюю меру

множества U{г) по отношению к мерер^, и пусть Вкх, Вк2, ...
- убывающая

последовательность борелевских множеств, содержащих U(г), такая, что

P*k[Uir)]=pk[C\ Bkf].
ОО OP

Пусть В{г)= П П Вк i. Тогда

p;[U{r)]=pk[B[r)], к =0,1

и далее применимы рассуждения леммы 7.27. Если V — произвольное

борелевское пространство, то оно борелевски изоморфно борелвескому

подмножеству отрезка [0, 1] (следствие 7.16.1) и отсюда следует
справедливость утверждения (F).

Предложение 8.1 принадлежит Штрауху [83], а предложение 8.2
содержится в теореме 14.4 Хиндерера [40]. Пример 8.1 взят у Блекуэлла [17].

Предложение 8.3 содержит Новый результат; наиболее сильный из

полученных ранее результатов в этом направлении состоял в существовании

аналитически измеримой е-оптимальной стратегии в случае, когда функция
издержек за один шаг неположительна [20]. Предложения 8.4 и 8.5, так

же как и следствия предложения 8.5, представляют собой новые

результаты. Полунепрерывные снизу модели привлекали внимание многих

авторов (Миатра [55],Фурукава [33], Шель [73-75], Фридман [32], Химмель-
берг и др. [39]). Наша полунепрерывная снизу модель отличается от тех,

что рассмотрены в литературе, главным образом формой ограничений на

управление. Предложение 8.6 тесно связано с результатами, содержащимися

в нескольких уже упомянутых источниках. Предложение 8.7 принадлежит
Фридману [32].

Глава 9. Пример 9.1 представляет собой модифицированный пример 6.1
из работы Штрауха [83], и предложение 9.1 взято у Штрауха [83].
Сведение задачи стохастического оптимального управления к задаче

детерминированного управления было предложено в другом контексте Витсенхау-
зеном [90] и впервые осуществляется систематически здесь. Это приводит
к простому доказательству полуаналитичности снизу оптимальной функции

издержек в задаче с бесконечным горизонтом (ср. следствие 9.4.1 и

Штраух [83, теорема 7.1]). Предложения 9.8 и 9.9, так же как и утверждения

(D) и (N) предложения 9.10 принадлежат Штрауху. Утверждение (Р)
предложения 9.10 является новым результатом. Предложение 9.12 совпадает
с теоремой 5.2.2 работы Шеля [75], но следствие 9.12 является новым.

Предложение 9.14 представляет собой частный случай теоремы 14.5 из

работы Хиндерера [40]. Предложения 9.15—9.17 и следствия предложения

9.17 являются новыми результатами, хотя следствие 9.17.2 очень близко

к теореме 13.3 работы Шеля [75]. Предложения 9.18—9.20 являются

новыми. Предложение 9.21 представляет собой обобщение на случай
бесконечного горизонта результата, принадлежащего Фридману [32], за исклю-
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чением того, что нерандомизированная е-оптимальная стратегия, которую

строит Фридман, может не быть полумарковской.
Глава 10. Условное распределение для состояния при имеющейся

информации использовалось как основа для управления системами с неполной

информацией многими авторами при различных предположениях (см.,
например, Острем [8], Штрибель [84] и Савараги и Йошикава [72]).
Исследование моделей с неполной информацией и несчетными борелев-
скими пространствами состояний и управлений требует, однако,
существования условного распределения, измеримо зависящего от параметра

(предложение 7.27); этот результат получен не так давно (Рениус [66],
Юшкевич [5], Штрибель [85]).

Глава 10 связана с главой 3 книги Штрибель [85] общим понятием

достаточных статистик. Мы используем такие статистики для построения

модели с полной информацией, которая эквивалентна в смысле

предложений 10.2 и 10.3 первоначальной модели с неполной информацией. Из этой
эквивалентности следует законность алгоритма динамического

программирования и существование 6-оптимальных стратегий в слабых
предположениях глав 8 и 9. Штрибель оправдывает использование достаточных
статистик тем, что при очень сильных предположениях [85, теорема 5.5.1 ]

справедлив алгоритм динамического программирования, и с их помощью

строится е-оптимальная стратегия.
Сильные предположения возникают из требования, чтобы нулевые

множества в пространствах изменения статистик не зависели от
используемой стратегии. Это требование вытекает из невозможности оперировать
с поточечными частными инфимумами функций многих переменных без

аппарата универсально измеримых стратегий и полуаналитических снизу

функций. Аналогично Штрибель, мы показываем, что условные
распределения состояний, основанные на имеющейся информации, как и сами

векторы имеющейся информации (предложение 10.6), являются такими

же достаточными статистиками (предложение 10.5).
Подходы Рениуса [66] и Юшкевича [5] сходны с нашим в том, что они

строят модели с полной информацией, эквивалентные исходной модели.
В своей модели с полной информацией Рениус основывает управление на

наблюдениях и условных распределениях состояний, т. е. эти объекты

служат состояниями в его модели с полной информацией. По Рениусу
лицу, выбирающему управление, необходимо знать самое последнее
наблюдение, чтобы было известно, какие управления допустимы. В

предложении 10.5 мы показываем, что если нет ограничений на управления,
то запоминание наблюдений ничего не дает. В модели Юшкевича [5]
ограничений на управления нет и управление основывается на прошлых

управлениях и условных распределениях. В этом случае е-олтимальное

управление возможно без учета прошлых управлений (предложения 10.5, 8.3,
9.19 и 9.20), поэтому наша формулировка несколько проще и столь же

эффективна.
Глава 10 отличается от всех упомянутых работ тем, что в ней даны

простые условия, которые гарантируют существование достаточных

статистик для управления, а как только установлен факт их существования, то

на модель с неполной информацией могут быть распространены все

результаты глав 8 и 9.

Глава 11. Использование в разделе 11.1 понятия предельной
измеримости является новым в динамическом программировании. В частности,

предложение 11.3 является новым, и, как было отмечено ранее в связи

с предложением 7.50(6), предложение 11.4 обобщает результат Брауна
и Пурвса [23]. Аналитически измеримые стратегии были введены Блекуэл-
зо V



лом и др. [20], ссылка на их работу дается в разделе 11.2. Модели с

мультипликативным функционалом издержек и борелевскими пространствами
близки к работам Фурукавы и Ивамото [34, 35],а в работе [35] приведен

алгоритм динамического программирования и дана характеризация

равномерно оптимальных при горизонте N стратегий. Остальная часть

предложения 11.7 является новой.

Приложение А. Внешний интеграл использовался несколькими авторами,
но систематического его изложения нам не удалось отыскать.

Приложение Б. Предложение Б.6 впервые было опубликовано Суслиным

[86], но приведенное здесь доказательство взято нами из работы Куратов-
ского [46, раздел 38 VI]. Согласно Куратовскому и Мостовскому [48,
с. 455] предельная а-алгебра L* была введена Лузиным, который назвал

ее элементы "С-множествами". Подробное изучение этой а-алгебры было
проведено Селивановским [3] в 1928 г. Специалистам по теории множества

предложения Б.9 и Б.10 известны достаточно хорошо, но нам не удалось

найти доступное изложение. Предложение Б.11 является новым. Сензер
и Молдин [24] показали независимо, что а-алгебра L^ замкнута по

.отношению к суперпозиции функций; это утверждение является частью

предложения Б. 11. Предложение Б.12 является новым.

Кажется правдоподобным, что существует бесконечно много различных

а-алгебр между предельной а-алгеброй и универсальной а-алгеброй,
пригодных для теории динамического программирования. Один из

многообещающих методов конструирования таких а-алгебр использует Я-оператор из

дескриптивной теории множеств (см. Канторович и Ливенсон [45]).
В одной из последних работ [19] Блекуэлл применил другой метод для

определения "борелевски программируемой" а-алгебры и показал, что

она обладает многими из тех свойств, которые мы устанавливаем в

приложении Б для предельной а-алгебры. Однако неизвестно, удовлетворяет
ли борелевски программируемая а-алгебра условию, аналогичному тому,
что содержится в предложении Б.12, и, следовательно, пригодна ли она

для динамического программирования. Легко видеть, что предельная

а-алгебра содержится в борелевски программируемой а-алгебре Блекуэл-
ла, но совпадают ли эти две а-алгебры также неизвестно.

Приложение В. Подробное обсуждение экспоненциальной топологией
в множестве замкнутых подмножеств топологического пространства,

можно найти у Куратовского [46, 47]. Там же, главным образом в

разделе 43 из [47], доказаны свойства полунепрерывных (К) функций. Хаус-
дорфова метрика рассмотрена в [38, раздел 38].



ЧАСТЬ I

АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Глава 2

МОНОТОННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ, ЛЕЖАЩИЕ В ОСНОВЕ
МОДЕЛЕЙ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ*)

-.*
В этой -главе дается постановка абстрактной задачи последовательной

оптимизации, которая будет основным объектом изучения в части I, и
приводятся примеры частных случаев, охватывающие широкий класс

практических задач.

2.1. Обозначения и предположения

Мы употребляем стандартные математические обозначения. В интересах
читателя отметим, что действительная прямая обозначается через R, а

расширенная действительная прямая - через /?*, т. е. R* =/? U {—«>, <»} .

Множества (-°°, °°] =/?U {«>} и [-°°, °°) =Яи {-°°} будут выписываться в

полном виде. Будем везде предполагать, что в множестве R определена

обычная топология, порождаемая открытыми интервалами (а, 0), а, 0 € Я и

(борелевская) а-алгебра, порожденная этой топологией. Аналогично в

/?"определена топология, порожденная открытыми интервалами (а, (!), a, 0G R
вместе с множествами (7, °°], {—°°, у], у £ R, и а-алгебра, порожденная
этой топологией. Прямое произведение множеств ХиХ2,..., Хп
обозначается черезХхХг ... Хп.

Следующие определения и соглашения будут приняты на протяжении
всей части I.

(1) Sh С — два некоторых заданных множества, называемые

соответственно пространством состояний и пространством управлений.
(2) Для любой точки х €5 задано непустое множество U(x) в С,

которое называют множеством ограничений на управления в точке х.

(3) Через М обозначается множество всех функцийji: S-* С таких, что

IX (х) G U (х) для каждого х € S. Через П обозначается множество всех

последовательностей я = (д0, Ц\, ...) таких, что Цк^м Аля каждого к.

Элементы множества П называют стратегиями. Элементы множества П,
имеющие вид тг = (ц, ц, ...), гдец€М, называют стационарными стратегиями.

(4) Введем обозначения:
F — множество всех действительных в расширенном смысле функций

J.S -Я*;
В — банахово пространство всех ограниченных действительных функций

J: S-+R с равномерной нормой II • II, которая определяется формулой

IMI =
sup M(x)| VJGB.
xGS

*) Части I и II могут быть прочитаны независимо друг от друга. Читатель при

желании может приняться сразу за чтение части II.



(5) Для любых функций J,J' GF будем писать

У=/,если JM**J'M VxGS,

,/</,если J(x) <J'(x) VxGS.

Для любой функции J € F и любого числа е > 0 обозначим через J+ б

функцию, принимающую значение J (х) + е в каждой точке х G S, так что

(</ + €)(x) = ./(x) + 6 Vx€S.

(6) На протяжении части I мы будем иметь дело с расширенной
числовой прямой /?*. Применим обычные соглашения, касающиеся отношения

порядка сложения и умножения в /?*, за исключением того, что положим
оо.оо = _оо + оо = оог а также будем считать, что произведение нуля и

бесконечности равно нулю. В этом случае сумма и произведение любых двух
чисел из расширенной действительной прямой вполне определены. Деление
на нуль или бесконечность не встречается в наших выкладках. В частности,
мы устанавливаем следующие правила действий, которые включают

значения00 и
— °°:

g + oo = oo + a = oo для —оо <а < °°,

а_оо = —оо + а = -оо для _oo<a<oof

400 = 003 = 00, а(_оо) = (_оо)а = _оо дляО<а<°°,

аоо = ооа = _оо, а(-*о) = (-°о)а = °° для-°о<а<0,

0<х> = ооО= о = .0(-*°) = (-*>)0, -(-*>)=*>;

jnf Ф = +*>, sup ф = -«>,

где 0 — пустое множество.

Для определенных таким образом правил действий остаются
справедливыми следующие законы арифметики:

at +a2 =«2 +«i* tai + a2)+a3 =а* +'а* + «зК

аха2 =a2ai, (аха2)(хъ sai(a2a3).

Имеем также a (aj + а2) =оах + аа2, если либо а >0, либо еще (at + а2)
не является выражением вида -и» — <».

(7) Для любой последовательности функций {•/*} со всеми */* € F

обозначим через Пт*-ооЛ поточечный предел последовательности {J*)
(предполагая, что он вполне определен как действительная в расширенном
смысле функция) и через lim sup*-»» •/* (Hminf *-»оо«/*) — поточечный

верхний (нижний) предел. Для любой совокупности { Ja \ а € А} С F,
параметризованной элементами множества А, обозначим через inf a€j4Ja
функцию, принимающую значение infa€ л^аМ в каждой точке

х€ S.

Основное отображение. Пусть задана функция Н, которая отображает
множество SCF (прямое произведение множеств S, С и F) в Я*. Для любого

отображения ц€Мопределим оператор Гд: F-+F формулой

rMU)U) = "[x,/i(x),</] VxGS. (1)

Определим также оператор T:F-+F, полагая

Н/)(х)= inf Hi*, и, J). (2)
иеи(х)

Обозначим через Тк, к = 1, 2, ..., Аг-кратную итерацию оператора Г. Для
Удобства будем считать также Т° Ц) = »/для любой функции •/ € F. Для л

JOS' Д. Бертсекас --



бой стратегии я - (/*<>. Мь • - -) е П обозначим через (ГМо ГМ1... 7"Mfc)
суперпозицию операторов 7"Мо,..., TMfc, А: - 0,1,...

Следующее предположение будет использоваться нами на протяжении

всей части I.

Предположение монотонности. Для любых состояний х € S, управления
uGU(x) и функций J,f € F имеет место неравенство

H[x,u,JXH\x,u,J'\, если J<J\ (3)

Из предположения о монотонности вытекают следующие соотношения:

J<J'*TU)< ТU') VJ.J'GF,

7</^rMU)<rMU') y/J.J'eF.iiGNL
Из этих соотношений в свою очередь вытекают такие утверждения для всех

jeF:

J<TU)-> Tk{J)<Г*+1 U), k = 0,1...,

j>ru)=>r*u)>r*+1u), *=o,i

7<rMU) VM€Af=>(rMp ... rMfc)W<|rMe ... rMft+1)t/)f
A: = 0,1,..., я = (Mo, Mi»..) € П,

•/>rMy)ум€лг=>(гДр ... r„j)M>irM|... rMfc+1)jy»f
* = 0,1,...,ir = (fio,/ii,...)€R

Другой факт, который будет часто использоваться, состоит в том, что

для любой функции JE Fn любого числа е> 0 существует отображение

/хе € М такое, что

-г mi i^/ U/)(x) + 6, еслиН/)(х)>-~,
Гм#1/)(х)<{ „, _|#м

.

_Ме - I -1/е, если 7Ч/)(х) --°°.

В частности, если функция J такова, что T{J) (х) > -°° для любых xG

G 5, то для любого числа е > 0 найдется отображение fe € М такое, что

2.2. Постановка задачи

Пусть задана функция J0 € F, удовлетворяющая неравенству

•/0М>-оо VxGS. (4)

Для любой стратегии я = (/i0, /ц# •••) е П и любого положительного целого
числа N рассмотрим функции J^ir е ^ и 7* € F, определяемые следующим
образом:

•/*,*(*)
= (гДв rMl... rMJV^j)u0)U) vxes, (5)

•ArM-lim (ГМо ГМ1 ... Гц^Н/оНх) Vx€S. (6)

Доказательство любого из последующих утверждений потребует
соответствующих предположений, при которых функция Jn будет вполне

определена (т.е. предел в выражении (6) будет существовать для всех

х € S). Назовем Jjy функцией издержек за N шагов при стратегии я,

а »/я - функцией издержек при стратегии я. Заметим, что ^>7Г зависит

только от первых N составляющих стратегии, остальные же излишни.

Таким образом, когда речь идетчрб /V-шаговой задаче, можно было бы

рассматривать стратегии, содержащие лишь конечные последовательности
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отображений (что фактически и делается в главе 8). Однако имеются

определенные преимущества в использовании одинаковых обозначений

в задачах с конечным и бесконечным горизонтом; этим объясняются

принятые в части I обозначения.

На протяжении всей части I будем рассматривать /V-шаговую задачу

оптимизации:
минимизировать JNtnW при условии, что я € П, (F)

и ее бесконечношаговую версию:
минимизировать */„(*) при условии, что я € П. (I)

Назовем задачу (F)задачей с конечным горизонтом N, а задачу (I) -

задачей с бесконечным горизонтом.

Для фиксированного состояния х G 5 обозначим через ^(*) и J*{x)
оптимальные издержки в этих задачах, т.е. положим

rt(x) = inf JN Ы) Vx€ES, (7)

J*(x) = inf J{x) VxGS. (8)

Назовем J^ оптимальной функцией издержек за N шагов, aJ* —

оптимальной функцией издержек**.
Будем говорить, что стратегия я* Е П является оптимальной при

горизонте N в состоянии х Е S, если JNn*bc) s Л^(х),и оптимальной в

состоянии х Е S, если */я«(х)я */*(*). Будем говорить, что стратегия я* Е П

является оптимальной при горизонте N (соответственно —

оптимальной), если */#,*•-•/# (соответственно, если Jn* = •/*). Стратегию я*я
= (jio, //*,. . .) будем называть равномерно оптимальной при горизонте N,
если стратегия (//, ,м/ + 1, . . . ) оптимальна при горизонте /V — / для
всех / = 0,1, . . .

,
/V - 1. Таким образом, если стратегия равномерно

оптимальна при горизонте N, то она также оптимальна при горизонте
N, но обратное утверждение неверно. Для стационарной стратегии
я = (/i, /i, .. .) е П будем писать Jn =

Л^. Таким образом, стационарная

стратегия я* - (/Л д\ -..) оптимальна, если J* e

JM*.
Для любого числа е > 0 будем говорить, что стратегия яе Е П является

е-оптимальной при горизонте N, если

*Ч*€(Х)«* \_1/б,
если •/£(*)>-«•,
если J^(x) «-оо.

Будем говорить, что стратегия я€ € II является е-оптимальной, если

^ / */*(*) + б, если 7*(х) >-~,
**(*) ^ I — 1/е # если 7#(х)=-оо.

Если { ел } — последовательность положительных чисел с еп Ю, то будем
говорить, что последовательность стратегий { яя } { ея } -мажорируемо
сходится к оптимальности, если lim */N я я»/ ^и для п * 2,3,...

„ _� оо
'
Л

JN,*JX)
(J£k) + en, если ^(х)>-оо,

л(х) 1Лг. (*) + *«� если J *(*И-~.
iV,1r||_l^'^ii'

—""

"|^

•) в русской литературе эти функции называют также ценами задачи. {Прим. ред.)

3*
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2.3. Применение к частным случаям

Большое количество задач последовательной оптимизации,

представляющих практический интерес, могут рассматриваться как частные

случаи задач общего вида (F) и (I). В этом разделе будет дано описание

нескольких таких задач, к которым мы будем постоянно обращаться на

протяжении всей части I. Детальное рассмотрение некоторых из этих

задач можно найти в учебнике Бертсекаса [12].

2.3.1. Детерминированное оптимальное управление

Рассмотрим отображение Н: SCF -*/?", определяемое формулой

Hk,u,J)=gbc,u) + cJ[f(x,u)] VxGS, uGC,J<EF. (9)

В части I отмЬсительно этого отображения всегда будут делаться

следующие предположения:

(1) Функции д и f отображают множество SC соответственно в

множества [-оо#юо) и 5.

(2) Скаляр а положителен.

Очевидно, что отображение И удовлетворяет предположению
монотонности. Пусть функция J0 тождественно равна нулю, т.е. J0(x) * 0 VxG
€ S. Тогда соответствующая /V-шаговая задача оптимизации (F) может

быть записана в виде:

N-\

минимизировать JN%nfr0) = 2 org[хк,/iк&к)]
к=о (10)

при условии, что xk+t
= f lxk,iik{fik)]. ^kGM' * = 0,..., /V-1.

Это — задача детерминированного оптимального управления с конечным

горизонтом. Скаляр а обычно называют коэффициентом дисконтирования.
Задача с бесконечным горизонтом (I) может быть представлена в виде:

N-X

минимизировать */я(*0) e lim £ <&9 \хк, Иккк) '

при условии, что xk + l
=f [хк,Цк[Хк)). Рк^М, Дг-0,1, ...

Этот предел существует, если выполнено хотя бы одно из следующих

трех условий:

*(*,!/)> 0 Vx€S, ueUM. (12)

gb.u)<0 VxGS, и GUM, (13)

a < 1, 0 <0(*, и) < b для некоторого b G (0, °°)
и веек xGS, ueUft). (14)

В любом утверждении относительно задачи (11) обязательно будем
явно предполагать одно из этих трех условий выполненным. Заметим,
что требование 0 <д(х, и) <Ь из условия (14) не является более

ограничительным, чем обычное требование \9(х, и)\ < 6/2. Действительно,
прибавление константы 6/2 к функции д увеличивает издержки,
соответствующие каждой стратегии, на одну и туже величину 6/2(1 — а), и задача

остается по существу неизменной.

Задачи детерминированного оптимального управления такие, как (10)
и (11), и их стохастические аналоги, рассматриваемые в предположении

счетности (как это сделано в следующей части раздела) разносторонне
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изучены в [12] (главы 2,6 и 7). Здесь эти задачи приводятся в

стационарной форме в том смысле, что пространства состояний и управлений S и

С, ограничение управления (А), функция системы f и издержки д на

каждом шаге не изменяются при переходе от каждого шага к следующему.

Если это не так, то мы имеем дело с нестационарной задачей. Однако
нестационарную задачу можно свести к стационарной с помощью

процедуры, описанной в разделе Т0.1 ив [12, (раздел 6.7)" ]. По этой причине
в дальнейшем в части I нестационарные задачи рассматриваться не

будут.
Отметим, что в рамках нашей постановки имеется возможность вводить

ограничения состояния системы вида х^ € X, к s 0,1,..., если всякий раз,

когда х $ X, полагать д(х, и) = °о
. Именно по этой причине функции д

разрешается принимать значение, равное °°. Обобщенные варианты

задач (10) и (11) получаются в случае, если скаляр а заменяется на

неотрицательную функцию a.SC -+ £*, так что коэффициент дисконтирования
зависит от текущих состояния и управления. Читателю будет ясно, что

результаты получаемые для задач (F) и (I), применимы и к этим более

общим детерминированным задачам.

2.3.2. Стохастическое оптимальное управление
-

счетное пространство возмущений

Рассмотрим отображение И: SCF -» Я*, которое определяется формулой

H\*.u,J) = t{g\*,u,w) + aJ[fbc,u,w)] \x,u) (15)

при следующих предположениях:
(1) Параметр w принимает значения из счетного множества W с

данным распределением вероятностей p(dw\ х, и), зависящим от х и и, а

Е { -\х,и) обозначает математическое ожидание относительно этого

распределения. (Подробное определение см. ниже.)

(2) Функции д и f отображают множество SCW соответственно в

[_оо#оо] И5.
(3) Скаляр а положителен.

Употребляемое в формуле (15) математическое ожидание понимается

как обычный интеграл (п. 7.4.4), также и как внешний интеграл

(приложение А), причем а-алгебру в множестве W считаем состоящей из всех

подмножеств W. Таким образом, если wit / ■ 1,2 , . . . ,
— элементы

множества W, (р1,р2, . . . ) - произвольное распределение вероятностей на

W, a z : W -► Я* — некоторая функция, то математическое ожидание
задается формулой

Е{гМ) = 2 p'zV,)- 2 р*г~Ш,

где

z+(iv/)=max {0,z(w,)}, / = 1,2

*-(и^) = тах <0,-г(^)}, /=1,2,...,

В соответствии с принятым соглашением °° — °° = °°, математическое
ожидание E{z{w)} вполне определено для любой функции г: W-+R*
и любого распределения вероятностей (р\р2 ,...) на множестве W.
в частности, если обозначить через (р!(х, £/),р2(х, и), . . . )
распределение вероятностей p(dw\x, и) на множестве W - { wt, w2,...} до форму-
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лу (15) можно переписать в виде

Н{х, и, J) = 2 р'(*, £/)max { О, дк, ur wt) + aJ[f(х, и, wt)]} -

- 2 p*(*,£/)max {О, - [дк, и, w() + a./[f(*, </,w/)l J}.
/= i

Имеется единственный случай, когда необходимо соблюдать осторожность
при использовании определенного таким образом математического

ожидания. А именно, для двух функций zt: W-+R*u z2:W-+R* равенство

E{*iM+*2M) - EUiW)-bE(zaW) Ив)

не всегда справедливо. Его справедливость гарантируется в случаях, если:

(а) E<*?(w» ,^»и Elztiw)} <~Или (б) EU7("» <~ и Е{*;М) <

<<», или (в) E{ziM) <«> и E{z\(w)} <оо (см. лемму 7.11). Однако

всегда выполняется неравенство

E{z,M + >z2>)> < &жгШ + E{z2(w)}.

Очевидно, что отображение И в формуле (15) удовлетворяет
предположению монотонности. Пусть функция J0 есть тождественный нуль, т.е.

•/oU) e 0 Vx€S. Тогда, если gb, и, w)> -<» для любых х, и, w, то

функцию издержек за N шагов можно представить в виде

4у,1г(*о) = Е{0[хо, /io(xo),w0]+ Е{од[*1, MiUi), Wil +

+ E{ ... + E {«^-"^[Х^ь /liV-lUtf-lb WN-\] \*N-l.

MAr-iUiv~i)}lr.}|x0, MoUo» -

= E{ E{... E ( 2 akg[xkl цк{хк). Щ] \xN„t.

MiV~iUiv-i)>l..}Uo. Mo(*o)b (17)

где состояния хь x2,..., x#_ x удовлетворяют уравнениям

**+i
- '[**, М*(**Ь wfc], *»0,...,/V-2. (18)

Изменение порядка операций суммирования и взятия математического

ожидания в равенстве (17) допустимо, так как д\х, и, w)> -«> для лю.

бых х, и, iv, а для любых пространства с мерой (£2, F, и), измеримой
функции h: П-»Я* и числа Х€(-оог +оо] справедливо равенство

X + fh cfv - J(X + /r)cfo.

Если из уравнения (18) последовательно выразить состояния xt, x2/...

...,x^! через и^о, wx/... ,wN__x и х0, то из (17) станет видно, что

Jn, п(*о) получается последовательным интегрированием по wN_ г,..., w0.
Для каждого начального состояния х0 €S и стратегии тг€П
распределения вероятностей p'Uo, Мо(*о)Ь ... ,Р*Ьы-\. Млг-1 (*лг-1 )Ь /=1,2,...
(по теореме о произведении мер [7, теорема 2.6.2]) определяют на прямом
произведении WN единственную меру N копий множества W на себя.
Если применима теорема Фубини [7, теорема 2.6.4], то функцию издержек



за N шагов */#,*(*о) из равенства (17) иначе можно записать в виде

^irUo)88 E{ 2 акд[хк, цкЬк), wk]). (19)

где математическое ожидание берется относительно произведения мер на

WN, а состояния хг, х2,..., xN„ х выражаются через w0, wx, . . .
/ w^^i

и х0 с помощью уравнения (18). Если математическое ожидание в (19)
не имеет вида »-<», т.е. если выполняется одно из двух неравенств

Е{тах{0, 2 акд[хк, /i*(**K w*l}} <°°,
Дг —О

ИЛИ
iV-1

Е{тах{0, - Е ct*$[x*, д*(х*), "*]}}< ~,
к = 0

то теорема Фубини применима. В частности, это справедливо, если либо

Е{тах{0, д[хк, /i* (x*), wk]}} < ~ к = 0,..., /V- 1,

либо

Е{тах{0, -0[х*, M*(**K ■**]})< ~ Дг-0,... ,/V-1,

либо функция д равномерно ограничена сверху или снизу некоторым

действительным числом. Если функция 7дг>1Г(хо) допускает представление
в виде (19) для любого начального состояния x0€S и любой стратегии
я€П, то /V-шаговая задача может быть сформулирована следующим
образом:

JV-1

минимизировать JN я(х0) я Е{ 2 а*0[х*, цк[хк), wk]}

при условии xfc + i =f[xk.tocbCk)>Wk\. Ик^М, к = 0,... ,/V- 1.

Это — традиционная форма постановки /V-шаговой задачи стохастического

оптимального управления и одновременно отправная точка для модели с

конечным горизонтом части II (определение 8.3).
Соответствующая задача с бесконечным горизонтом (сравните с

определением 9.3) формулируется таким образом:
ЛГ-1

минимизировать w/^Uo) = lim E{ £ <^кд[хк, }лк(хк), wk)}
N-+- к=0

т
при условии х* + 1 =Кхк,Ик1хк),пк],11кем, Дг-0,1,...

Этот предел существует при выполнении любого из трех условий:

gb,u,w)>0 VxGS, ueU(x), w€lW, (21)

gix,u,w)<0 Vx€S, ueuix). w^W, (22)

a< 1, 0<flr(x, u, w) <b для некоторого bG (0, *>)

и всех х GS, uG U(x), wGW. (23)

В любом результате, относящемся к задаче (20), будет явно

предполагаться выполнение одного из трех условий.
Аналогично детерминированному случаю стохастическая задача

обобщается, если скаляр а заменить на неотрицательную функцию a: SCW -> /?*.
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Для этого варианта задачи отображение И принимает вид

Hix, u,J) = E{glx, ы, w) + а(х, и, w\J[f[x, и, w)) \х,и).

Этот случай охватывает некоторые полумарковские модели принятия
решений (см. [44]). В дальнейшем мы не будем заниматься этим

отображением, предоставляя заинтересованному читателю самому вывести частные

результаты для задач (F) и (I) из общих результатов части I.

Добавим, что нестационарный вариант задачи сводится к стационарному

(см. раздел 10.1 или [12], раздел 6.7).
Предположение о счетности множества W выполняется для многих

задач, представляющих интерес. Они выполняются, например, в задачах

стохастического оптимального управления, содержащих марковские цепи с

конечным или счетным числом состояний (см., например [27, 50]). Если
множество ^несчетно, то дело усложняется тем, что требуется определить
математическое ожидание

E{flf[x,/z(*),w] +0b/[r"(x,M(x),iv)] \х,и)

для любой функции /u€ M. Для преодоления этой трудности можно выбрать
один из двух путей. Одна возможность состоит в том, чтобы определить

математическое ожидание с помощью внешнего интеграла, как это делается

в следующем подразделе. Другой подход составляет содержание части II,
где от S, Си W требуются свойства соответствующих измеримых структур,
а также предполагается измеримость отображений /х€ М. В этом случае

представление задачи стохастического оптимального управления в виде

общих задач (F) и (I) нетривиально. Тем не менее, как будет показано в

главе 9, такая переформулировка не только возможна, но и весьма полезна.

2.5.5. Стохастическое оптимальное управление -

формулировка свнешним интегралом

Рассмотрим отображение Н: SCF~* R*, задаваемое формулой

Hb.u,J)-f{gb,u.w)+aJlfb.u.w)] \x,u) (24)

и предположим следующее:

(1) Параметр w принимает значение из измеримого пространства
(W, F). Для любой фиксированной пары (х,и) € SC задана вероятностная

мерар(аМх, и) на пространстве (W, F), а символ Е*{- \х, и) в формуле
(24) обозначает внешний интеграл (см. приложение А) относительно этой

меры. Таким образом, в обозначениях приложения А мы можем написать

/Лх, u,J)=f*{ 0(x, и, w) + aJ[f{x. u.w)]) p(dw \ x. и).

(2) Функции д \л f отображают множество SCW соответственно в

[-00,00] и S.

(3) Скаляр а положителен.

Заметим, что отображения (9) и (15) из двух предшествующих

подразделов являются частными случаями отображения И из (24).
Отображение (9) (детерминированная задача) получается из (24), если множество W

состоит из единственного элемента. Отображение (15) (стохастическая
задача со счетным пространством возмущений) представляет собой частный
случай отображения (24), когда множество W счетно, a F является а-алгеб-

рой, состоящей из всех подмножеств W. По этой причине в дальнейших
рассуждениях мы не будем больше рассматривать отображения (9) и (15),
а сосредоточим внимание на отображении. (24).
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Очевидно, отображение Н, определяемое формулой (24), удовлетворяет
предположению монотонности. Точно так же, как для моделей из двух

предшествующих разделов, положим J0(x) = 0 Vx Е S и рассмотрим
соответствующие задачу (F) с конечным горизонтом и задачу (I) с

бесконечным горизонтом. Если на множества S, Си функции f,g ир наложить

соответствующие требования измеримости, то издержки за N шагов

•/*,*(*) s (7"Др • • • TnN_t) t4>) M

можно будет определить в терминах обычного интегрирования для любой

стратегии я = (м<ь Мь • • • Ь для которой функции цк, к я 0,1,..., в

подходящем смысле измеримы. Чтобы убедиться в этом, предположим, что в

множестве S задана а-алгебра S, в множестве С — а-алгебра С, а В есть бо-

релевская а-алгебра в Я*. Предположим, что функция f (SCF,
S)-измерима, а функция д (SCF, В)-измерима, где SCF обозначает произведение

а-алгебр в SOV. Предположим, что для любого фиксированного множества

В Е F функция р(В | х, и) SC-измерима по (х, и), и рассмотрим стратегию

я = (Мо# Mi > • • •), где функции \хк (S, С) -измеримы при каждом к. Эти

условия гарантируют, что оператор Гм (J), задаваемый формулой

ТцкУ) ix) = f{g[x,nklx),w] +<*J[flx,iJikix),w)]} p(dw\x,u),

S-измерим при любых к и S-измеримой функции J Е F. Точно так же,

как и в предыдущем разделе, для начального состояния х0 Е S и

стратегии я = (до, Mi,...) Е П вероятностные меры р (■ | х0, Мо(*о)Ь • • •

..., р( • |хлг-ь Vn-i&n-i)) в совокупности с системой уравнений

**+1 вЯ**,М*(**).иъЬ **0,...,/V-2, (25)

определяют единственную меру p{d{w0, ... t wN_x) I x0, тг) на /V-кратном

прямом произведении И^ копий пространства W. (Заметим, что
посредством уравнений (25) состояния хк могут быть представлены как измеримые
функции переменных {w0, ..., wN_x), к = 0, 1,..., N — 1.) Используя
выкладки предыдущего раздела, получим, что в случае, когда д(х, и, w) >
>-°° и применима теоремаФубини, справедливо равенство

v-i

4v,ir(*o)eE< 2 CL*g[xk,nk{xk),wk])=
к=0

IV-1
= /wJV< 2 a*flf[xfc,/iifc(Xfc),wfc}p(cr(wo,... ,и^.!)|х0,1г)#

где состояния хь х2,... , x^_i выражены через возмущения w0, wu ...

..., wn-i и начальное состояние х0 с помощью уравнений (25). Как и в

предыдущем разделе, для применимости теоремы Фубини достаточно
выполнения одного из двух неравенств:

Е{тах{0, 2 otKg[xktpk(xk)t wk]}}<<*>
* = о

или

2V-1

Е{тах{0,- 2 <*Kg[xk,iikixk), wk])\ <«>.
* = o

Таким образом, если на множества S, С, W и функции f, g np(dw\x,u)
наложены соответствующие условия измеримости и применима теорема

Фубини, то функция издержек за N шагов Jjv, *, отвечающая измеримой
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стратегии тг, приводится к обычному виду
2V-1

4v,*(*o) = E { 2 CLkglxk.iikb(k).wkX\ .

Важность этого замечания следует из того факта, что для ^множества

Й={я€П|7Г=(/1о,М1,...),
функции цк&М (S, С)-измеримы, А: = 0,1,...}

имеет место неравенство

inf JN$nM< inf JfrfirW Vx€£

Таким образом, если в задаче (F) удается найти оптимальную

(е-оптимальную) стратегию,я* и я'ЕП (т.е. является измеримой), то тг* оптимальна

(е-оптимальна)для задачи

минимизировать Jnb9Ix) при условии я£П,

которая представляет собой традиционную задачу стохастического
оптимального управления.

Эти замечания являются иллюстрацией того, как можно сперва
использовать внешний интеграл в первоначальной постановке частной задачи,
а затем с помощью (быть может, простых) соображений убедиться, что

достаточно ограничиться классом измеримых стратегий П, для которых

функция издержек допускает традиционное толкование. Основное

преимущество, которое дает подход с внешним интегралом, это — простота. В

первоначальной постановке задачи не требуется вводить тонкие

топологические и теоретико-множественные конструкции, как это делается в части II.

Кроме того, алгоритм итерации стратегий, описанный в главе 4, применим
к задаче из данного раздела, но не годится для соответствующей модели
из части II. Использование внешнего интеграла, однако, имеет свои

ограничения, которые становятся очевидными при анализе задач с неполной

информацией с помощью достаточных статистик (глава 10).

2.3.4. Стохастическое оптимальное управление -

мультипликативный функционал издержек

Рассмотрим отображение Н: SCF -+ Я*, задаваемое формулой

H{x,u,J) = E{gb,u,w)J[f{x,u,w)] \x,u). (26)

Сделаем относительно возмущения w и функций g и f такие же

предположения, как в п. 2.32: w принимает значения из счетного множества W в

соответствии с заданным распределением вероятностей, зависящим от

состояния х и управления и. Далее предполагаем, что выполняется

неравенство

gO(,u,w)>0 Vx€S, (27)

uEUM, wGW.

При выполнении условия (27) отображение И, определяемое формулой (26),
удовлетворяет предположению монотонности.

Положим J0[x) = 1 Vx € S и рассмотрим Задачи (F) и (I). Задача (F)

соответствует задаче стохастического оптимального управления следующе-
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го вида:

минимизировать */лг,я(*о) =

при условии xfc+1 mf[xk%ibbk),wk]t чк^М, Дг-0,1,...,

а задача (I) соответствует варианту задачи (28) с бесконечным горизонтом.
Предел в (28) при N ->°° существует, если g{x,u,w) > 1 для любых х, с/, w

или если 0 <£г(х, u,w) < 1 для любых х, </, iv. Частным случаем задачи (28)
является задача с экспоненциальной функцией издержек

минимизировать Е(ехр[ 2 £'[**,/^(х*-), и^]}
* = 0

при условии х*+1 =f[xk,lAkbk),wk], чк^М, Аг = 0,1,...,

где функция д отображает множество SCW в (- «>, °°J.

25.5. Минимаксное управление

Рассмотрим отображение Hi SCF-+R*, задаваемое формулой

H{xf u,J)= sup { $(х, и, iv) + аЛ«х, </, w) ]) (29)

в следующих предположениях:

(1) Параметр w принимает значения из некоторого множества IV, а

W(x, и) есть непустое подмножество W при любых значениях состояния

хЕ5 и управления u€U(x).
(2) Функции д \л f отображают множество SCW соответственно

в [-00,00] и S.

(3) Скаляр а положителен.

Очевидно* что предположение о монотонности удовлетворяется.
Положим J0{x) я 0 Vx € S. Если д[х, и, w) > - *> для всех х, и, w, то

соответствующая /V-шаговая задача (F) может быть сформулирована также в виде:

минимизировать Лг,тг(*о) =

ЛГ-1

sup {2 а*0[х*,м*(х*),иъП
н>*еи>1**,д*(**)1 * = о

(зо)
при условии xfc+1 ш?[х*гМ*(**).|**], Hk^M, Ar = 0,1,...,

а это — задача /V-шагового минимаксного управления.

Задача с бесконечным горизонтом формулируется следующим образом:

минимизировать Jn(x0) =

N-1
- lim sup {2 а*0[х*,м*(х*),»**]

ЛГ-оо WkGWlxktnk{xk)] *=0

при условии х* + 1
= f[xkt м*(**), wk], toc^ M, k ■ 0,1,...

Пределе (31) существует при выполнении любого из условий (21), (22)
или (23). Эта задача содержит в качестве частного случая задачу

достижимости за бесконечное время, исследованную Бертсекасом [10]. Задачи (30)
и (31) возникают также при анализе последовательных игр с нулевой
суммой.
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Глава 3

МОДЕЛИ С КОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ

3.1. Общие замечания и предположетя

Рассмотрим N-шаговую задачу оптимизации:

минимизировать Jn9*W s (ГМо... ГМлг_ г) (70) (х)

при условии тг = (мо, Mw .. ) е П,

гдадля любых функций м^М, «/GF и любого состояния xGS имеем

ГМ(У) (х) = Н[х, tx(x),J], TV) (х) = inf /У(х, и, J).
м€С/(х)

Опыт работы с большим числом разнообразных задач последовательной

оптимизации дает основание предположить, что оптимальная функция
издержек за N шэгов Jtf удовлетворяет уравнению

тг€П

и, следовательно, получается после N шагов алгоритма ДП. В нашей более

общей постановке, однако, необходимо будет наложить дополнительные

ограничения на функцию И для того, чтобы гарантировать это равенство.
Рассмотрим следующие два предположения.

Предположение F.1. Если последовательность {Jk} С F удовлетворяет
условию Jk+X <Jk для всех к и Н(х, и, Jx )<«> для любых состояний х G S
и управлений и £ U[x), то

lim H\*,u,Jk) = H(x,u, lim Jk) VxGS, и GUM.
fr-* ее к-**>

Предположение Е.2. Существует такое число a € (0, °°), что для всех

чисел г€(0, °°) и любой функции JGF

H{x.u,J)<Hb,u,J+r)<H(x, и, 7)+аг VxGS, uGLHx).

Рассмотрим также возможно более сложное предположение, которое
позволит получить более сильный результат о существовании почти
оптимальной стратегии (предложение 3.2), чем это может дать
предположение F.2. Это предположение, как будет показано в последнем разделе этой

главы, выполняется для задачи стохастического оптимального управления

из п. 2.3.3.

Предположение F.3. Существует число /3 £ (0, °°) такое, что если

функция J €F, последовательность Un}CF и последовательность {е„}С/?
удовлетворяют условиям

2 6Я<~ €п>0, П = 1,2,...,

*/ = lim Jn, J<Jn, n =1,2

Uw-i(x)+e„, л = 2,3...

H[x,u,Jx)<<*> Vx€S, с/е(У(х),
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то существует последовательность { цп } С М такая, что

„-�сю я

тцип)м<

lTV)(x)+p€n. л = 1,2 xGS приТШх)>-<*>,

\тЦп1ип_г){х)+Р€п. л = 2,3 x€S при 7V)(x) = -<*>.

Каждый из дальнейших результатов будет требовать самое большее

одного из указанных предположений. Как будет показано в разделе 3.3, по

крайней мере одно Из этих предположений выполняется для каждой из

специальных моделей, рассмотренных в разделе 2.3.

3.2. Основные результаты

Центральный вопрос, относящийся к задаче с конечным горизонтом,

состоит в проверке равенства J*N = TN (J0), так как в случае равенства

оптимальная функция издержек за N шагов J*N может быть получена

посредством алгоритма ДП, последовательно дающего значения 7Voh T2{J0),:. • •

К этому примыкает вопрос о существовании оптимальной или почти

оптимальной стратегии. Результаты этого раздела дают условия, при которых
ответ на вопросы положителен.

Предложение 3.1.

(а) Пусть выполнено предположение F.1 и предположим, что Jk.nM <
<°° для любого состояния х Е S и любой стратегии тг€П£/Лг = 1,2, ...,ЛЛ
Тогда J^^TN{J0).

{б) Пусть выполнено предположение F.2 и предположим, что J£(x) >

>—«> длялюбого состояния xGS и к « 1,2,..., N. Тогда J#= TNUo) и для

любого числа е > 0 существует е-оптимальная при горизонте N

стратегия, т.е. стратегия яебП такая, что J^<•/#,* <^jv + e-

Доказательство.
(а) Для каждого * = 0, 1, ..., /V - 1 рассмотрим последовательность

(м£)СМ такую, что

lim Ti[TN-k-liJo))=TN-kU0). * = 0, 1 /V-1,
/-* сю Пс

Ti[TN-k-liJo)}>Ti+i[TN-k-lVo)}.

* = 0,1,...,/V- 1, / = 0,1,...

Используя предположение F.1 и предположение J/t^UK00, найдем

^<inf ... inf (Г/0...Г>-1)(Л) =

- inf ... inf (Т i*..T iN J[ inf Г iN_ (J0)] -

'о /JV-2 "• MjV-2 'tf-1 MJV_\

= inf ... inf (T ,
.. Г /iv__2 >]Г(Л)| = Г"(,/о),

'в OV-2 Mo MjV-2
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где последнее равенство получается повторением приема, использованного

для вывода предыдущих равенств. С другой стороны, из определений

главы 2 ясно, что TN{J0) <Jn, и, следовательно, Jfo ■ TN(J0).
(б) Воспользуемся индукцией. Для Л/ = 1 результат очевиден.

Предположим, что он справедлив и для N =к, т.е. что •/£ я Tk{J0) и что для любого

числа е > 0 найдется стратегия яе € П, для которой */*,ir6 **^ + €-

Используя предположение F 2, получим, что

для любого цЕМ. Следовательно, •/£ + t
< T(Jk), откуда, согласно

предположению индукции, J%+ 1 < Тк + *
(*/0). Но, с другой стороны, ясно, что

Тк* l(J0)< J*k + j, и, следовательно, Г* +

!(*/0) -,/£ + ,. Пусть, далее, для

любого е" > 0 сфатегия я - (Д0, Mi. - • •). такова, что Л,я ^* + (?/2«),
и пусть отображение ]1 ЕМ таково, что Гр (•/£) < 7VJJ) + (еУ2).

Рассмотрим стратегию тг> я (#, jT0, Pi,...). Тогда справедливо соотношение

Л + 1^«7рГЛд)<7р(^) + (ё/2)<

Предложение 3.1 (а) можно усилить, если воспользоваться вместо

предположения F. 1 следующим условием.

Предположение ?Л'. Функция J0 удовлетворяет неравенству

J0(x)>h(x,u,j0) vxes, ueuix),

и если последовательность (Jk)CF такова, что Jk + x <Jk<J0 для всех

к, то

lim Hix,u,Jk)*H(x,u, lim Jk) VxES, uEU(x).
k-* «• *-*•«©

Следующее следствие получается дословным повторением
доказательства предложения 3.1 (а).

Следствие 3.1.1. Пусть выполняется предположение F .1'. Тогда J fa =

-г«Ч/.>.
Предложение 3.1 и следствие 3.1.1 могут не выполняться, если их

предположения слегка ослабить.

Контрпример 1. Положим S={0}, С -1/(0) - (- 1, 0], J0i0) - 0,
H(0,u.J) = u при - К./(0),//(0, ы, •/) = */(0) + </при У(0)< - 1. Тогда

(У"м."'7||ЛГ_|)^о)-Мо(0)м ^(0) = -1, хотя Г"(ЛМО) = -Л/для
любого Л/. Здесь предположения о том, что Л тг (0) < °° и Jk(0) > - °°

выполняются, но предположения F. 1, F.1' и F.2 нарушены.
Контрпример 2. Положим S = { 0, 1), С* 1/(0) - 1/(1) ■ (- °°, 0J,

Л(0) - Л(1) - 0, Н{0, и, J) =
u при7(1) = -~ H(Q,u,J) = 0 при./») >- ~

и //(J,i/,./)- а. Тогда (ГМо ... rMJV_ ,)(•/<> НО)
= 0,(Гдо ... ГМЛГ-1)М0И1»

-

■ Mod) для всех Л/ > 1. Следовательно, */jy(0) = 0, «/£(1) ■ — °°. С другой

стороны, мы имеем TN(J0)(0) = TN{J0){1) = -°°для всех N > Z Здесь

предположение F.2 выполнено, а предположения F.1, F.1'h условие

Л, ir М< °°
и ,/£ (х) > - «> для всех х € S нарушены.

Следующий контрпример — это задача стохастического оптимального

управления со счетным пространством возмущений из п. 2.3.2. Будем
использовать введенные там обозначения..



Контрпример 3. Пусть N = 2, S - { 0, 1 >, С = ЩО) = С/(1) = Я,
IV ={ 2, 3 },p[w = А: |х, и) = АГ2(2~в 2/?-*rV< А: = 2, 3 х € £
£/ е С, f(0, </, iv) - f(1, и, w) - 1 при всех ы € С, w € W, 0(0, £/, w) -

w,

$г(1,ы,w) =u для всех </ EC,w€W. Непосредственные вычисления

показывают, что •/Jtt))»*», ^JH)--00, в то время как Г2(70)(0) - - оо#
Г2 (УоН1) ■ - °°. Здесь предположения F.1 и F.2 выполняются, но

предположение F.I'm предположения о том, что Л,*(*)<°° для всех х, тг, к и

Jl(*) > - *> для х и к, нарушены.
В следующем контрпримере имеем задачу детерминированного

оптимального управления из п. 2.3.1. Здесь также используются введенные там

обозначения.

Контрпример 4. Пусть /V-- 2,S = {0,1,.. .},С= Щх) = (0, «>) для
всех xGS, f(x, и) « 0 для всех х € 5, с/ € С, 0(0, £/) = -£/ для всех £/ € 1/(0),
^(х, £/) - х для всех и € 1/(х), если х Ф 0. Тогда для я € П и х ^ 0 получим

^2,tr(*) я х - Mi (0), так что •/;(*) я - °° для всех x€S. С другой стороны,
ясно, что для любого €>0не существует двухшаговой еюптимальной

стратегии. Здесь предположения F.I, F.2 и предположение о том, что

Jfc,*(*)< °° для всех х, тг,к выполнены, и действительно, •/?(*) = Г2 U)(x) =

= '_ о© для всех х €S. Однако предположение о том, что J£(x) > - <» для

всех х и Аг, нарушено.
Как показывает контрпример 4, еюптимальная на горизонте N стратегия

может не существовать, если */£(х) =-<» для некоторых Аг и х € S.

Следующее предложение устанавливает существование при

соответствующих условиях последовательности почти оптимальных стратегий, функции
издержек которых сходятся к оптимальной функции издержек.

Предложение 3.2. Пусть выполнено предположение F .3, и пусть ^^(х) <

< ее для любых состояний х € S, стратегий тг € П и к я 1, 2,..., /\7. Тогда
Jn=TnU0). Более того, для любой последовательности положительных

чисел {€„}, еп i 0, существует последовательность стратегий {пп),
которая (€п) -мажорируемо сходится к оптимальности. В частности, если, кроме
того, J}f(x) > - °° для любого состояния х G S, то для любого числа е > 0

существует е-Ьптимальная стратегия.

Доказательство. Докажем по индукции, что для K<N

выполняется равенство /£ = Г (*/0) и, более того, если даны число /Си

последовательность {e„} с е„ 4 0, б„ >0, то существует последовательность{пп}С П,
для которой

#|-*eo

и при каждом п

(J£M + en Vx€S при •/£(*)>-«>, (2)

Jl,f|W< I-fc..!,.!<*» + * vxes при Jfc<x)--~. (3)
Покажем сначала, что это утверждение справедливо для К ■ 1.

Действительно, имеем

•/I(x)=»nf •/, !г(х)= inf //[хЖ^]-ШвКх) VxGS.

Также ясно, что для данной последовательности {е„} существует
последовательность {тг„} С П, удовлетворяющая соотношениям (1) —(З)при К - 1.

Предположим теперь, что наше утверждение справедливо при /C = /V— 1.

Пусть ft — число, определенное в предположении F.3. Рассмотрим последо-
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вательность {€„} С R с е„>0 и limn_»M е„ = 0, и пусть последовательность |
{ й„ } С П, #„ - { м", Иг. ■ -). такова, что

lim JN-\jbH-Jfi-v <4>
я-~

■'■

J л Ы<(^-1(Х,+Г,е"
'"-»*-W<U-lA,_1M+/r4

VxGS при ^_1(х)>-°°, (5)

VxGS при*/лг_!(х) = -«>. (6)

Предположение о том, что Jkn{x)<oo для любого состояния х Е 5

и любой стратегии тг € П, * = 1, 2]..., /V, гарантирует, что

H{x,u,jN_l9ii)<~ \/xes, иещх). (7)

Без ограничейия общности, можно предположить, что 2*= х ея < °°. Тогда
из предположения F.3 и равенства (4) будет следовать, что существует

последовательность {& } С М такая, что имеют место соотношения

Mm T n(JN_xfi) = T(rN-i). (8)
Я-too дв i n

и для любого п

<
(ТУи-1><*> * «и. если Wk-i)(*)>-~, (9)

17" „_!<./„_, 2 ,)(х) + еи, если 7V&_,)(x) = -~. (10)

Согласно предположению индукции /jvr_ i
■ Tn~ 1

(70). Кроме того, ясно,

что TN(J0) < Jn. Следовательно,

С другой стороны,

<*n< Ит r-t/лг.!,^). (12)

Объединяя вместе соотношения (8), (11) и (12), получим

4v = H/Jv-i>er"(./o). (13)

Пусть irn « (/i£, М?г м5» • • • )• Тогда из соотношений (8) - (10) и (13)
получим lim Jn9 n mJtf, и для любого п

[•/£(*)+ б„ VxGS при ,/£(*) >-оо
4v, *„(*>< j1 4v, ffn_,tx) + en Vx€S при •/лг(*) = -°°,

что завершает индукцию. D

Несмотря на необходимость различных предположений, чтобы гаранти- II

ровать равенство J& = TN{J0)t имеет место следующий результат, уста- ||
навливающий пригодность алгоритма ДП для построения оптимальных

стратегий при единственном предположении монотонности отображения Н:
Предложение 3.3. Стратегия я* я { ц$, /1*, . . . } является равномерно

оптимальной при горизонте N тогда и только тогда, когда

TrtTN-k-lV0) = TN-k{J0), * = 0V..,/V-1. (14)
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До к а з 8 т е л ь с т в о, Пусть равенство (14) имеет место. Тогда
для * = 0,1,..., /V — 1 справедливо равенство

С другой стороны, ^-*< (Гм* ... Гд£ x){J0)t в то время как TN~kVA<
<Jtr-k- Следовательно, ./£-* - (7"м*. . . Т^х) (,/0) и тг* - равномерно

оптимальная стратегия при горизонте N.

Обратно, пусть тг* — равномерно оптимальная при горизонте N стратегия.
Тогда TfJo) - J{ ■

Tii^.jlA)) по определению. Для любого отображения

ЛХG /Исправедливо равенство (ГдГ) Uo) ■ (7"д 7"д£_x) 1Л>) #откуда

r2U0)= inf (Гд Л(Л )= inf (Г„7> )(J0)>
дед/

^

дел/
* м

лг-i

Следовательно,

Т2 (Jo> - Л* - (Г• . Т . )Uo) - {Ttf, , T){J01

Продолжая аналогичным образом, получим все равенства (14). □
Как следствие предложения 3.3 имеем такой результат.

Следствие 3.3.1.

(а) Равномерно оптимальная при горизонте N стратегия существует

тогда и только тогда, когда инфимум в соотношении

Г* + 1(./о)(х)= inf Н[х,и,ТкУ0)]
и € С/(х)

достигается для всех состояний x€S и к = 0, 1,..., /V — 1.

(б) Если равномерно оптимальная при горизонте N стратегия существу-

eT,ToJU = T*Vo).
Установим теперь условия существования равномерно оптимальной

при горизонте N стратегии. Для этого нам понадобится предположение
о компактности. Если С есть хаусдорфово топологическое пространство,

то будем говорить, что подмножество U С С компактно, если любое

семейство открытых множеств, покрывающее U, содержит конечное

подсемейство, тоже покрывающее U. Пустое множество, в частности,

компактно. Любая последовательность { ип), принадлежащая компактному

множеству U С С, имеет по крайней мере одну предельную точку и € I/, т.е.

точку* любая (открытая) окрестность которой содержит бесконечное

число элементов последовательности 1ип). Далее, все предельные точки

последовательности {</„} принадлежат U. Если {Un} —последовательность

непустых компактных подмножеств из С и Un D Un + X для всех л, то

пересечение П~=11/л не пусто и компактно. Эти факты лежат в основе

следующей леммы, которая будет весьма полезна в дальнейшем.
Лемма 3.1. Пусть С - хаусдорфово пространство, f: С -» /?*-

некоторая функция и U — подмножество из С. Предположим, что множество

U(К), определяемое как

U(\) = {ueu\f{u)<\), (15)
компактно для любого числа X € Я. Тогда функция f достигает
минимума на U.

Доказательство. Если f(u) = °° для всех и € U, то утверждение
очевидно. Если f* * \nf{f(u)\u € U), то возьмем числовую последова-
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тельность { Х„ } такую, что Х„ > Х„ + 1 для всех пиХя-> f*. Тогда

множества U(Kn) не пусты, компактны и удовлетворяют включению U(\n) D

D l/(X„ + i) для всех п. Следовательно, пересечение П"_ iU(\n) непусто
и компактно. Пусть и* — любая точка из этого пересечения. Тогда £/*€ U

и f(u*) < Х„ для всех /?, откуда следует, что f(u*) < f*. Следовательно,
функция f достигает минимума на U в точке u*. D

Непосредственное применение следствия 3.3.1 и леммы 3.1 приводит
к следующему предложению.

Предложение ЗА Пусть пространство управлений С — хаусдорфово
пространство, и предположим, что для любых х GS,XG Ruk=0, 1,.. .,7V—1
множество

Uk{x,\)={uGUb()\Hb<,u,TkV0)]<\) (16)

компактно. Треда J^** TN{J0) и существует равномерно оптимальная

при горизонте N стратегия.

Компактность множеств Uk{x, X) может быть установлена в ряде

важных специальных случаев. В качестве иллюстрации дадим два набора
предположений,-которые гарантируют компактность £/*(*/ М для

отображения

Н{х, </, J) =gix, и) + а(х, u)J[ «х, и)].

соответствующего задаче детерминированного оптимального управления

(п. 2.3.1).
Предположим, что 0 <а(х, и), b <д{х, и) < «> дцЯ некоторого числа

b £ R и для любых х € S, и € 1/(х), и пусть J0 = 0. Тогда компактность

Uk[x,\) обеспечена,если:
(а) S = Rn (n-мерное евклидово пространство), С = Rm, U{x) = С;

функции Л 0, а непрерывны по (х, </) и Пт*-»<»0(х*' "*) = °° для любой

ограниченной последовательности { хк} и любой последовательности

{"*> с\ик | -*<*> (|- | -нормав Rm).
(б) S = R", С * Rm, функции f, g \л <х непрерывны, множество 1/(х)

компактно и не пусто для любого х £ /?", и (У|
• ) - непрерывное точечно-

множественное отображение из Я" в пространство всех непустых
компактных множеств в Rm. Метрика в таком пространстве задается формулой
(3) из приложения В.

Доказательство состоит в проверке непрерывности функций Tk{J0),
к - 0, 1, . . *

,
N — 1, что в свою очередь влечет компактность множеств

Uk(x, X) из выражения (16). Результаты, дополняющие предложение 3.4,

будут даны в части II (см. следствие 8.5.2 и предложение 8.6).

3.3. Применение к частным случаям

Применим теперь результаты предыдущего раздела к моделям,

описанным в разделе 2.3.

Стохастическое оптимальное управление - постановка задачи с

использованием внешнего интеграла

Предложение 3.5. Отображение

Щх, и, J) « Е*<0(х, и. w) + aJ[flx, i/, w)] \x,u) (17)

из п. 2.3.3 удовлетворяет предположения F. 2 и F. 3.
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Доказательство. Имеем

НЪ, и. J) * Г {9(х, и. w) + *J[f[x, и, w)]> p(dw \х,и),

где / обозначает внешний интеграл, определенный в приложении А. Из

леммыА.З(б) получаем

Hix, u,J) <Н{х, u,J + r)<Hb, и, J) + Таг

для всех х € S, и Е С, J G F, г > 0. Следовательно, предположение F. 2
выполнено.

Проверим теперь предположение F. 3. Пусть функция J G F,{Jn) CF,
последовательность {ел} С R удовлетворяет условиям Ъ%хеп < «> и

б„ > 0; кроме того, для любого п имеют место соотношения

J « Mm Jnt J <Jn, (18)
n -� ••

f J{x) + en. если 7(х) > -oo, (19)
JnM <

1^-iW + e,,, если 7(x) - -е., (20)

Hbt,u,Jx) < oo Vx€S, i/G(/(x). (21)

Пусть последовательность {ju„ }C*f такова, что для любого л

если 7У)(х) > -« (22)( T{J)0c) + eH,

Гдп(^)(х)<
I -1/е„, если 7У)(х) - -«о, (23)

^W<TWm_tW. (24)

Рассмотрим множество

A{J) = {x€S| существует £/€(У(х)

и p*({w\J[f\x,u,w)\ = -~>|х,</) > 0),

где р* означает внешнюю меру, построенную по мере р (см. приложение А).

Пусть функция /Г€ М такова, что

p*i{w\J[fbc,iHx),w)) = -оо}|^д-(х) >0) VxGAiJl (25)

Определим для всех п функции

f р(х), если x€A{J),
ИпМ -

_

(26)
I ji/t(x), если х£^1/).

Покажем, что определенная таким образом последовательность {ju„}
удовлетворяет предположению F. 3 при 0 ш 1 + 2а.

Для состояния х G A{J) из следствия А. 1.1 и соотношений (18)-(21)

имеем

limsup T Un){x) = limsup Гдия)(х) -

л -* ее
п

п -*■ *>

- limsup/*{0[x,jZ(x), w] + ab/„[f(x,jj(x)v w)]}p(crtv |*,М(*)) -

- /*{р1*,Д«*),»'] +аЛ^(х/Д(х),»)]}р(«пу|х/Д(х)).
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Из леммы А.З (ж) и из того факта, что Г-1Л (x) < °° [ср. условия (18)

и (21)],следует,что

lim sup ГМя (Jn) (х) = -~< Г(У)(х). (27)
л -► «»

Для x^AU) имеем

p*ilw\J[fb.lbM.w)] = -~}|х,ля(х)) = О

при всех п. Выберем множество Вп € F, содержащее { w\J[f{x, цп(х), w) ] ■
■ - °°} и удовлетворяющее условию

р{Вп\х,цпШ - 0 Va>.

Используя лемму А.З (д) и (б) и условие (19), получим

7"M/IUw)(x) - f\w_Bliiw){g\>c.iinM.w] +

+ aJnlfb.iiHM.w)]) p{dw\x,pn(x))<
< /*Хи^-вя("*)С^[^ Мя(*Ь иг] +аЛ«х,Мя(х).^)]} pWw|x,ji/I(x)) +

+ 2аея= ГМяи)(х) + 2аея. (28)

Следовательно, для х ^ Л (7) из соотношений (28), (22) и (23)

вытекает, что

Mm sup Тц Un)\x) < «imsup Гм IflW - П/)(х).
Л -+ ее /| -► оо

Используя еще и соотношение (27), получим

limsuPrMfiUn)(x) < H/)(x) VxGS,
Л -» ее

а так как ТЦпУп) > T{J) для всех л, то это означает, что

lim T„Un) - U/>. (29)
Л -»■ ее

Если состояние х такое, что Г(У) (х) > -«>, то из соотношений (27)
и (29) следует, что х ф A{J). И мы получаем из соотношений (28), (22)
и леммы А.З (б), что

Тц„ип)1х) < ГМя1/) (х) + 2аеп < П/)(х) + (1 + 2*)еп, (30)

если 7Ч/)(х)>-«>.
Если состояние х такое, что 7"1/) (х) = —°°, то существуют две

возможности: (а) х ф AU) и (б) х € /4U). Если х £ A{J), то из соотношений

(28), (24) и (18) следует, что

Т»пип)М < rMnU)(x) + 2aew< ГМл_г1/)(х) + 2аея <

< ГДя^1ил-1)(х) + 2аеЛ. (31)

Если х G A\J), то из соотношений (18) -(20) и леммы А.З (б) имеем

TvHVH)M - Л 0[*, £(*),"] + a^[fU,MU>,^)]>pWH *,?(*)) <

<S*i9\x.JiW.w] + <*Jn-\lf{x,Ti[x).w)]} рШ\х,р[х)) +

+ 2аеЛ = rMw-1Uw.i)(x) + 2ae„. \ (32)

52
Ч

-I



Из соотношений (29) — (32) следует теперь, что последовательность {/а„}
удовлетворяет предположению F. 3 при /3 = 1 + 2а. □

Как упоминалось ранее, отображение (17) содержит, как частные случаи,

отображения из пп. 2.3.1 и 2.3.2. Читатель легко может проверить

предположение F. 1 для этих отображений, используя теорему о монотонном

предельном переходе для обычного интеграла.

Непосредственное применение результатов предыдущего раздела и

предложения 3.5 приводит к такому следствию.

Следствие 3.5.1. Пусть И - отображение (17), и пусть J0{x) = 0 для

всех х € S.
#

(а) Если Л,я(*) < °° для всех х € S, it € П и к = 1,2, ..., N, то Jn -

- Т (Л) и для любой последовательности { е„ } с еп I О, еп > О для всех п,

существует последовательность стратегий \пп) , {еп) -мажорируемо
сходящаяся к оптимальности. В частности, если еще и •/#(*)> -°° для всех

x^S,to для любого е > 0 существует е-оптимальная стратегия.
(б) Если fk(x)>-<*>длявсехх€S,к = 1,2, N,toJ*n = Т*и0)идля

любого е > О существует е-оптимальная при горизонте N стратегия.

(в) Предложения 3.3 и 3.4 и следствие 3.3.1 применимы.
Как показывает контрпример3 из предыдущего раздела, в задаче

стохастического оптимального управления может иметь место неравенство

Jtfi=TNiJ0), еспн предположения (а) и (б) следствия 3.5.1 не

выполняются. Конечно, для некоторых классов задач можно гарантировать

выполнение равенства J^ = TN{J0) другими способами. Например, если задача

такова, что существование равномерно оптимальной при горизонте N

стратегии известно, то равенство Jn = Tn{J0) получается из следствия 3.3.1 (б).

Важным частным случаем, где равенство Jn = Tn\J0) справедливо без

всяких дополнительных предположений, является задача детерминированного
оптимального управлэния из п. 2.3.1. Этот факт может быть легко

проверен читателем с помощью тех же, по существу, рассуждений, что

использовались при доказательстве предложения 3.1 (а).Однако если Jn(x) = —°° для

некоторых состояний х € S, то даже в детерминированной задаче для

данного 6 может не существовать е-оптимальная на горизонте N стратегия

(см. контрпример 4).

Стохастическое оптимальное управление -

мультипликативный функционал издержек

Предложение 3.6. Отображение

Н(х, и, J) = Е {д[х, и, w) J[f{x,u, w)] \ x, и) (33)

из п. 2.3.4 удовлетворяет предположению F. 1. Если существует число bG R

такое, что 0 <g(x, u,w)<b для всех xGS,uG U(x), wGW, то Н

удовлетворяет предположению F. 2.
Доказательство. Предположение F. 1 удовлетворяется в силу

теоремы о монотонном предельном переходе для обычного интеграла

(напомним, что множество W счетно). Кроме того, если 0 <д {ж, и, w) <b, то

Аля любой функции J € F и произвольного г > 0 имеем

H{x,u,J + r) = E{g[x,u,w)U[f(x,u,w)] +r) | х, и) =

e E{g(x,u,w)J[f{x,u, w)] \x,u) + г Е {д(х, и, w) \x, и) .

Таким образом, предположение F. 2 выполняется при a
- b. П
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Объединяя предложения 3.6 и 3.1, получаем такое следствие. !
Следствие 3.6.1. Пусть И - отображение (33) и J0 (х) = 1 для всех х € S.

(а) EcnuJkf1t{x) <<х>длявсехх е S, я€ П,к = 1, 2,..., N, toJn* = TN{J0).
(б) Если существует число b€ R такое, что О <g(x, u,w) <b для всех

xGS,uE.U(x),w&W,toJn= Tn{J0)u существует е-оптимальная при

горизонте N стратегия.
(в) Предложения 3.3 и ЗА и следствие 3.3.1 применимы.

Рассмотрим теперь два контрпримера, которые показывают, что

утверждения следствия 3.6.1 (а) и (б) могут не выполняться, если

соответствующие предположения нарушены.

Контрпример 5. Этот пример аналогичен контрпримеру 3, только

С - (0, «>) вместо С8/? (и, конечно, J0 (0) - J0 О) я 1 вместо J0 (0) * */0 0) -

■ 0). Непосредственное вычисление показывает, что J\ (0) - °°, J\ (1) - 0, в

то время, как)Г2UoНО) = Г2Uo)П) = 0. Здесь предположение о том, что

Л.1г(*Х°°Для всех х, тг, к не выполняется, а функция g не ограничена

сверху.

Контрпримере. Этот пример аналогичен контрпримеру 4, за

исключением определения функции д. Положим д (0,и) = и для всех иЕ 1/(0) и

д{х, и)=х для всех и € С/(х), если х Ф0. Тогда для любой стратегии тг € П

имеем72,я(х) = хд!(0) длях#0и«/2(х) = 0 для всех xGS. С другой
стороны, для всех е > 0 не существует еюптимальной при горизонте 2 стратегии.
Здесь предположение о том, что»/^>7Г(х)<<»для всех х, я, к выполнено, и

действительно справедливо равенство ./£ (х) - Т2 U0)(x) - 0 для всех х € S.

Однако функция д не ограничена сверху.

Минимаксное управление

Предложение 3.7. Отображение

Н{х, и, J) = sup {д(х, и, w) + aJ [fix, и, w)]} (34)
wGW(x,u)

из раздела 2.3.5 удовлетворяет предположению F. 2.

Доказательство. Для г > 0 и •/€ F имеем

Н(х, u,J+ r)= sup {g(x, и, w) + <*•/ [f(x,u, w)] + ar } e

wew(x,M)

= Н{х, и, J) + ar. D

Следствие 3.7.1. /7/сгь /У — отображение (34) </ 70 (х) = 0 для всех х G 5.

(а) Если Jkix)> -<*>для всех хG S, А: ■ 1,2,..., N, то J*N - Г^(У0)и для

любого е > 0 существует е-оптимальная при горизонте N стратегия.
(б) Предложения 3.3. </ 3.4 </ следствие 3.3.1 применимы.
Если J£{*) s -°° Для какого-то состояния х € 5, то, очевидно, возможно,

что для некоторого е > 0 не существует еюптимальной при горизонте N

стратегии, поскольку это имеет место даже для задач детерминированного .

оптимального управления (контрпример 4). Также можно построить при-

меры, очень похожие на контрпример 3, из которых видно, что может иметь

место неравенство Jn^T^Uq), если J£ (х) ■ -°° для некоторых х и к. |

i!
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Глава 4

МОДЕЛИ С БЕСКОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ

В ПРЕДПОЛОЖЕНИИ СЖИМАЕМОСТИ

4.1. Общие замечания и предположения

Рассмотрим задачу с бесконечным горизонтом:
минимизировать JwMm lim (ГМ§ТМ| ... Гмлг_ t )(•/(>)(х)

при условии тг = (Ро, Mi ,...)€ П.

Следующее предположение мотивировано тем, что в задачах
стохастического оптимального управления с дисконтированием и с ограниченными

издержками на каждом шаге оператор является сжимающим (ср. [12],
гл.6).

Предположение С_(предположение сжимаемости). Существует
замкнутое подмножество В пространства В {банахова пространства всех

ограниченных действительных функций на S с равномерной нормой) такое, что

J0EB, и для всех функций JGB и ц€Мфункции ГЦ) и ГМ(У)
принадлежат В. Далее, для любой стратегии я = (Мо'Мь • • • )€П предел

Ит (7"до ГД1
• ■ ■

Тм_г)1/0)М (1)

существует и является действительным числом для любого состояния х €

€Е S. Сверх того, существуют положительное целое число ти скаляры A a

с 0 < р < 1,0 < ее такие, что

1гди)-гд(/) И < <* И./-/И \/цем, J,J'ee, (2)

МгДогД1 ...

rMm^)u)-(rMjLrMi... г^ш'Жри-/!
VMo M„,-i€M; J,S GB. (3)

Условие (3) означает, 4jro отображение ГМо ГД|-
• • 7"Д|||_1 является

сжимающим отображением в Я при любых /I* € Af, A: = 0,1,..., m — 1. Когда
т= 1, оператор Гд является сжимающим для каждого /х€/И. Заметим, что

неравенство (2) требуется для более широкого множества функций, чем

неравенство (3). Однако часто удобно принимать В = В. Так обстоит дело в

задачах из пп. 2.3.1, 2.3.2 и 2.3.5, если предположить, что а< 1 и функция g
равномерно ограничена сверху и снизу. Это будет показано в разделе 4.4.
В других задачах, таких, например, как задача из п. 2.3.3, свойство
сжимаемости (3) может быть проверено только на некотором подмножестве

ВФВ.

4.2. Результаты о существовании и сходимости

Следующее предложение содержит предварительные результаты.

Предложение 4.1. Пусть выполняется предположение С. Тогда:

(а) Для любой функции JGB и любой стратегии тг € П имеем

Л=Л~ 1Т»'Т»*шаа rMiV-i)Uo)^mee(7-MorMi...rMiV-1)U).,
(б) Для любого положительного целого числа Nu любой функции J € £

имеем
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и, в частности,

Jn = inf (Г„4--- ГМЛ,_,)(Л)= TNU0).
Trfc П

(в) Операторы Tm и Т™,ц€Мявляются сжимающими операторами в В

с модулем р/ т.е.

ЪТти) -Г"(/)1<р1./-./'1 VJ,J'GB,

«г^и-г^и') «<р 11./-/И у/и'еЪ.. цем.

Доказательство.
(а) Произвольное число к > 0 представим в виде к=пт + qr, где qr, n

-

неотрицательные целые числа и 0 <q < /п. Тогда для любых функций •/, / €
€ 5, используя неравенства (2) и (3), получим

Ч^ —�V/t-i) t/>- <гмо
'• гд*-1,(/)|1 <P"e^ «-/-/I

и, переходя к пределу при А: (а следовательно, ил), стремящемуся к

бесконечности, будем иметь

llrn (ГДо... rMit-1)Uo)e Hm(7"Mi--- rM/t_x)U) WG*.

(б) Так как, по предположению, Tk{J) € В при всех А:, то Тк (J){x) > j-°°
при всех х €Е S и к. Для произвольного числа е > 0 выберем функции д*€
€ /И, А: = 0,1,..., /V —1, так, чтобы

Viv-i^ < ПЛ + е.

(Г?ЛГ_2Г)(7) <r2U) + e

«r^r^-MUXr^UI + e.

Используя неравенство (2), получим

Так как е > 0 произвольно, отсюда следует, что

Обратное неравенство очевидно, и утверждение (б) доказано.

(в) Тот факт, что Т™ - сжимающий оператор, непосредственно
вытекает из неравенства (3). Из (3) также следует, что

l7"»."- 7,мт-1)^<(Гм,... T^W'^pU-Sl
для всех цк € М, к - 0.1 /п - 1 и J, J' &B. Взяв инфимум от обеих

частей по д* € /if, А: = 0,1, .
..,

/п -1, и используя утверждение (б), получим

TmU)< 7^(7')+ р U-JI.



В силу симметрии

rmi/)< rmt/) + pU-/n.

Объединяя эти два неравенства, будем иметь

1Тти)-Тти')Кр1М-У1.0

Теперь нам понадобится следующая теорема о неподвижной точке.

(См. [64, с. 383J -

доказательство, предложенное там, может быть

обобщено на банаховы пространства*).)
_

Теорема о неподвижной точке. Если В - замкнутое подмножество б*

нахова пространства с нормой, обозначенной Ь \и отображение L : В -*В

таково, что для некоторых положительного целого числа m и скаляра

рЕ (0,1) имеем Um(г)- Lm(г')КрИг-^inpu любых г,г Е В, то L

имеет единственную неподвижную точку в В, т.е. существует единственны^
векюр г*Е В такой, что Цг*) = г*. Более того, для любого вектора г ЕВ

имеем

lim И £*(*)-** И = 0.

Следующее предложение дает характеризацию оптимальной функции
издержек J* и функции издержек */м при произвольной стационарной
стратегии (м, ц, ...) € П. Оно также показывает, что эти функции могут быть

получены как пределы последовательных применений операторов Г и 7"м к
произвольной функции J ЕВ.

Предложение 4.2. Пусть выполнено предположение С Тогда:
(а) Оптимальная функция издержек J* принадлежит множеству В и

является единственной неподвижной точкой оператора Те В, т.е. J*_ = ТУ*),
и если /ЕВ и У ш 74/), то У-У. Более того, если функция У ЕВ такова,
что 74/) <У, то Г <У, а если У<ТУ'),тоУ<Г.
_

(б) Для любого отображения цЕМфункция */д принадлежит множеству
В и является единственной неподвижной точкой оператора 7"м в В.

(в) Имеют место соотношения

lim | r^U) -*/*! «0 VJEB,

lim И 7^U)-•/„! = (>, VJEB, iiEM.

Доказательство. Из предложения 4.1 (в) и теоремы о

неподвижной точке, следует, что операторы Г и Гд имеют единственные неподвижные
точки в В. Очевидно, что неподвижная точка оператора Гд есть 7Д, и

утверждение (б) доказано. Пусть J* - неподвижная точка оператора Т. Мы

имеем J* = 7(7*). Для произвольного числа Т> 0 выберем ц Е М так, чтобы

7Д {У) < 7* + е. Из неравенства (2) следует, что Т±(Г)< T^iS) +ae<
<7~ + (1 + а) Г. Продолжая аналогичным образом, получим

Г£(7*) < Т + (1 + а+ ...
+ </п"1)7.

Используя неравенство (3), имеем

Tim(j*) < Г^(7*) + р(1 + <*+...+ сГ~г)Т <

< J* +(1+р)(1 + <*+... + am"l)'e.

** Или см. Колмогоров А.Н. и Фомин СВ. Элементы теории функции и

Функционального анализа. — М.: Наука, 1968. {Прим. ред.)
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Аналогично, для всех к > 1 справедливо неравенство

Тк-Р (/*)< J* + 0 + р + ...+р*~|)(1 +<* + ... + а",~!)б\

Переходя к пределу при к -* <» и используя тот факт, что »/д-
в

«lim*-eo Гдш (У*), получим

j </• + (1+а+--- + о|>|-1) е". (4)
1 -р

Выбирая ?=(1 -р)(1 +а+... + о^,""1Г|ле, найдем Jp <J* +e. Так как

«/*<*/дИб>0 произвольно, то J*<J*. Кроме того, справедливо

неравенство

Г* inf Mm (Гм •-• ГМЛ. JU*) > lim TN{J*)*J\

Следовательно* J* =J* *J* есть единственная неподвижная точка

оператора Т. Утверждение (в) непосредственно следует из теоремы о неподвижной
точке. Наконец, утверждение (а) легко получается из утверждения (в) и

монотонности оператора Т.П

Следующее предложение касается существования и характеризации

стационарных оптимальных стратегий.
Предложение 4.3. Пусть выполнено предположение С. Тогда:
(а) Стационарная стратегия тг# я (р*, р*,...) € П оптимальна тогда и

только тогда, когда ГМ*(У*) = Д/*),а также тогда и только тогда, когда

(б) £с/ш для любого состояния х G S существует стратегия, которая

оптимальна при этом х, то существует стационарная оптимальная стратегия.

(в) Для любого, е > 0 существует стационарная ^-оптимальная

стратегия, т.е. стратегия тге
= (ре, ре,...) € П такая, vro

И7#-,/Ме11<е •

Доказательство.
(а) Если стратегия я* оптимальна, то */м* -*/* и результат следует из

предложения 4.2(a) и (б). Если Гд*1/*) * Г(7*), то 7"д*1/*) ■•/*

и,следовательно, */д» ■•/* в силу предложения 4.2(6). Если 7"м*1/дО *Г(7м»),то
»/м* я 7VM*) и»/д* ■•/* в силу предложения 4.2(a).

(б) Пусть яг£ * (j/q,*, Pi.x* • • •) — стратегия, оптимальная при х € S.

Тогда, используя утверждение (а) предложения 4.1 и утверждение (а)
предложения 4.2, имеем

./*(*)» Л;(х)» NmJW,*
••'

Гм*% H'oJW-

- lim (Гм, ... T' • )U#»M>lim (7> Г*Ц/#>М-

«

^U*) (х) > ПГ )(х) - J* U).

Следовательно, Гд* ^Ю(х)
- Г(У#)(х) для любого х. Определим д*€ЛГ,

полагая р*(х) =р<>,*(*)• Тогда ГД*Ю"- 7V*) и стационарная стратегия

(р*, р*,...) оптимальна в силу утверждения (а).
(в) Это было доказано ранее при доказательстве утверждения (а)

предложения 4.2 [ср. (4) ]. □
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Утверждение (а) предложения 4.3 показывает, что стационарная

оптимальная стратегия существует тогда и только тогда, когда инфимум в

уравнении оптимальности достигается для любого состояния х € 5

J*(x) = ПП(х) = inf Н[х,и,Г).

Таким образом, если множество U (х) конечно для любого х € S, то

существует стационарная оптимальная стратегия. Следующее предложение
усиливает этот результат и также показывает, что стационарные

оптимальные стратегии могут быть получены в пределе из оптимальных стратегий
при конечном горизонте посредством алгоритма ДП, который для

произвольной функции J € В последовательно вычисляет ТУ), Г2 (!/),...
Предложение 4.4. Пусть выполнено предположение С, и предположим,

что пространство управлений С есть хаусдорфрво пространство.
Предположим_далее, что для некоторой функции J ^ В и положительного целого

числа к множества

Ukix,\) ={ueU[x)\ H[x,u,Tk{J)]<\) (5)

компактны для всех x€S, \€ Ru k>k. Тогда:
(а) существует стратегия тг* ■ (/i J, ц\,...) € П, доставляющая инфимум

в алгоритме ДП с начальной функцией J для всех х Е S и к > к, т.е.

такая, что

(Гм;7*)1/)- Tk+lV) Vk>k; (6)

(б) существует стационарная оптимальная стратегия;

(в) для любой стратегии тг*, удовлетворяющей равенству (6),
последовательность {цЛ М) имеет по крайней мере одну предельную точку при
любом x€S;

(г) если функция n*:S-+C такова, что ц*(х)является предельной
точкой последовательности {м£(х)} при любом х € S, то стационарная
стратегия {ц*, ц*,...) оптимальна.

Доказательство.
(а) Так как имеет место равенство

Tk + l{J)(x) * inf H[x,u,Tk{J)]t
мес/(л)

то результат следует из компактности множеств (5) и леммы 3.1.

(б) Это утверждение будет непосредственно следовать из (в) и (г).
(в) Пусть стратегия я* « (Мо^/Л* • • •) удовлетворяет равенству (6).

Положим

е*-шр{1гЧ/)-./*1|/>*}, Дг-0.1....

Из соотношений (2), (6) и из того факта, что T[J*)mJm, вытекает

liTtl*T*W)-J*l-tr"+lU)-TU*)l<atr*U)-J*l Vn>k,

ЧТр* Тп)Щ - <Г,; Tk)U)l<alTnU) -r*t/)B<

<olr"U)-^*l + alr*(7)-7*l Vn>k, Ar-0,1.2,...

Из этих двух соотношений получаем

H[x,n'„W.TkU)] <Н1х,ц№), T"U)) +2aek <

<J*W + 3aek \fn>k, k>k.
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Следовательно, HnM€Uk[x,J*{x) + ЗаеЛ] для всех п>к и к>к и

последовательность (Мл(*)} имеет предельную точку в силу компактности

множества Uk[x, J*(x) + ЗаеЛ].
(г) Если /i*(x) является предельной точкой последовательности {/д,*(х)},

то ji*(x)€l/*[x,»/*(x)+3ае*] для всех к>к или, что эквивалентно,

(T^Tk)V)(x)<Jm(x)+3a€k VxES, к>к.

Используя неравенство (2), получаем

4Tll.TkW)-TliWH<alTkU)-J*l<aek
для всех к. Объединяя последние два неравенства, получим

Гм*1Г)(х)<./*(х) + 4абк Vx€S, к>Т.

Так как е*-*0[ср. предложение 4.2(b)], to Г •(•/*)<•/*. Используя
тот факт, что -Л* - 7V*)< Тц*(•/*), получаем /„*(*/*) ■«/* и, как

следует из предложения 4.3, стационарная стратегия (Ц*,Ц*, . . .)
оптимальна. D

Примеры, в> которых компактность множеств (5) может быть

проверена, были приведены в конце раздела 3.2. Другим примером служит
полунепрерывная снизу модель стохастического оптимального управления
из раздела 8.3.

4.3. Вычислительные методы

Существует ряд вычислительных методов, которые могут быть

использованы для нахождения оптимальной функции издержек J* и

оптимальных или почти оптимальных стационарных стратегий. Естественно, эти

методы могут быть полезны для практики только в том случае, если они

требуют конечного числа арифметических операций. Таким образом, хотя

"теоретические" алгоритмы, требующие бесконечного числа

арифметических операций, и представляют некоторый интерес, на практике мы

должны модифицировать эти алгоритмы так, чтобы они стали

приемлемыми с точки зрения вычислений.

В рассматриваемых ниже алгоритмах предполагается, что для любой

функции JGBw любого е>0 существует приемлемый вычислительный
метод, который определяет за конечное число арифметических операций
функции J€GBnneGM такие, что

J€<T(J) + €. T„€U)<T{J) + €.

Во многих интересных задачах пространство состояний S представляет
собой компактное подмножество евклидова пространства, и

вычислительные процедуры могут быть основаны на дискретизации пространства
состояний или управлений (или их обоих) и кусочно-постоянной
аппроксимации различных функций (см., например, [12], раздел 5.2). Основываясь
на этом предположении (пределы применения которого мы вполне

осознаем) , мы для каждого рассматриваемого "теоретического" алгоритма
предложим его приемлемый с точки зрения вычислений вариант.

4.3.1. Последовательные приближения

Метод последовательных приближений состоит в выборе начальной
функции JGB и последовательном вычислении функций T(J), T2{J), .

..., ТкU),... Согласно предложению 4Д(в) имеем lim*-*, tTkU)-J* II -
- О и, следовательно, в пределе получим функцию оптимальных издержек
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j*. Вслед за тем стационарная оптимальная стратегия (если она

существует) может быть получена из условия, чтобы при каждом х £ S в уравнении

оптимальности

7*(х) = inf H(x,u,J*)

достигался минимум. Если точный минимум не достигается или если

имеется только приближенное значение функции J*, то все равно, как

показывает следующее предложение, можно получить почти оптимальную

стационарную стратегию.

Предложение 4.5. Пусть выполнено предположение С и элементы

J* Eff и IIЕ /И таковы, что

IT—/4<ei, ТцО*)<Т(7*) + €2

где скаляры et >0, е2>0. Тогда

J*<J„<Jm + [(2ael +62)(1+a +
...

+ aw-!)/(1-p)].

Доказательство. Используя неравенство (2), получаем

Гм(7*) -ae, < Тци*) < 7ЧГ) + е2 < ПН + (ае, + е2),

и отсюда следует, что

rMU*)<7* + (2aei +e2).

Используя это неравенство и рассуждения, аналогичные тем, которые

были проведены при доказательстве неравенства (4) в предложении 4.2,
получим требуемый результат. D

Представляет интерес следствие, вытекающее из этого предложения.

Следствие 4.5.1. Пусть выполнено предположение С, и пусть S и U[x)
при каждом х € S - конечные множества. Тогда метод последовательных

приближений приводит к оптимальной стационарной стратегии за
конечное тело итераций, в том смысле, что если для произвольной функции
JGBстратегия тг* = (/io*Mi# • • • )еП построена из условий

(Г^Г'Н/)-?-**1^). к = 0,1

то найдется целое число к такое, что стационарная стратегия (ji*. ц%,...)
будет оптимальна при любых k>k.

Доказательство. Вследствие наших предположений множество
М является конечным. Следовательно, существует скаляр е* > 0 такой,

что из неравенства */д < J* + е* следует оптимальность стратегии

(м,м,..Л
Возьмем к настолько большим,_чтобы неравенство IIГ (J) - J*\\ < €

выполнялось для всех к>к, где е удовлетворяет неравенству

2ae(1+a +
...

+ am-lH1 -p)_1<e*.

Воспользовавшись предложением 4.5, получим требуемое утверждение. D

Схема последовательных приближений может быть значительно

улучшена, если использовать монотонные оценки погрешностей, содержащиеся
в следующем предложении.

Предложение 4.6. Пусть выполнено предположение С, и пусть для
любых числа гФО, функции JGB и состояния x€S имеет место
неравенство

ai<[rmt/ + r)(x)-rmt/)(x)]/r<a2, (7)

*де постоянные oti и а2 удовлетворяют условиям 0 < c*i < a2 < 1. Тог-
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да для любых J€.B,xGS и к= 1,2,... справедливо неравенство

TkmU)ix) + bk< Г<*+1)т1/)(х) + 6л+1 <J*ix)<

<Т«+1)ти)(х)+Ьк+г<Ткти){х)+Ък, (8)

где
[ «1 а2 1 _ Г а, _ а2 — 1

b*=min- dk,—-— dk, 6*
= max с/*,; с/* ,

с/* = inf [Г*т(7)(х)-Г(*-1)т(7)(х)],
xGS

7k= sup [Г*яИ(х|-Г(*-^И(х|].

Замечание. Если В-В, то можно всегда положить а2 =Р, «i = О,
но оценки можно улучшить, если удастся выбрать 0 <а1# и/или а2<р.
Доказательство. Достаточно доказать неравенство (8) для к * 1,

так как результат для Аг>1 получается затем заменой функции J на

j-(k-l)m(j). дЛя упрощения записи положим т * 1 (чтобы доказать

требуемый результат для общего случая, достаточно^ затем просто заме*
нить Г на Тт). Обозначим dx -d,dx - с/, с/2 ■ с/', d2 ■ с/*. Соотношение
(7) можно переписать (при /п = 1) в виде

7V) + min [«!г, <*2r] < 7V + г) < 7V) + max [«ir, a2 г]. (9)

Для любого x€S имеем

</(х)+</<П/)(х). (Ю)

Применяя оператор Г к обеим частям неравенства (10) и используя

неравенства (9) и (10), получим

J(x)+min[c/ + aic//c/ + a2^] <Н/)(х) + m\i\[aid,a2d] <

<П/ + с/)(х)< Г* (■/)(*). (11)

Добавляя min [а?с/,а|с/] к обеим частям этого неравенства и используя

неравенство (9) (с замейой J на T{J) и re rr\\r\[a1d,a2d)), а затем

снова неравенство (11), получим

Jlx) + min[c/ + ai</ + a?c/, d + a2c/ + a|c/J <

<rt/)(x) + min[a1c/ + ai2c//a2^ + a|c/] <

< Г2 (7)(x)'+ min [a?</, aid] <

< TITU) + min [axd, a2d)) (x) < T*iJ)(x).

Продолжая аналогичным образом, получим

J(x) + min[ 2 a[d, 2 <*£</]< 7V)(x) +

+ min[ X a{d, I a2'c/] < .. .< Г*1/)(х)+

+ min [afd.aZd] <Tk+l{J){x)

*2

'
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для любого к -1,2,... Переходя к пределу при к.-***§ получим

J(x) + min d, d <n/)(x)+min —~ d,—— d\<
11-ai 1-a2 J L1-ai 1-a2 I

<r2U)(x)+min cf, d\<J*M. (12)
Ll-ai 1-<x2 J

С другой стороны, из неравенства (11) следует, что

min[ai</,a2<fl < Г21/)(х) - 7V)(x),

и, беря инфимумпо x€S, убеждаемся, что min[a,d, a2d] <</'. Легкг
видеть, что это соотношение приводит к неравенству

min —— d, —— d ]<min|—— d\ — d1 1. (13)
Ll-<*i 1-a2 J U-ai 1-«2 J

Из неравенств (12) и (13) и определения чисел bx v\b2, следует, что

Н/)(х)+Ь,<Г21/)(х)+Ь2.

Кроме того, из неравенства (12) следует, что TU)(x)+b{ <J*{x), и

точно так же показывается, что T2(J)(x) + b2 <J*(x). Итак, левая часть

неравенства (8) доказана для к * 1 и /п = 1. Аналогичным образом
доказывается правая часть неравенства. □

Заметим, что числа Ьк и Ьк в неравенстве (8) легко находятся в

процессе вычислений. Вычислительные примеры и исследования оценок

погрешностей из предложения 4.6 можно найти в разделе 6.2 из [121.
Используя оценки погрешностей из предложения 4.6, можно получить

значение функции J* с любой наперед заданной точностью методом

последовательных приближений за конечное число итераций. Однако этого еще

недостаточно для практической реализации алгоритма, так как

предложение 4.6 требует знания точных значений функций Tk(J). Следующее
предложение позволяет получить с достаточной для вычислений точностью

приближенные значения этих функций и дает оценки погрешностей,
похожие на оценки из предложения 4.6.

Предложение 4.7. Пусть выполнено предположение С. Для любой
функции J SB и произвольного е > 0 рассмотрим последовательность {Jk } С В,

удовлетворяющую неравенствам

TUXJ^TW + e,

T{JkXJk^<T(Jk)^€t Ar=1,2,...

Тогда

iTkm{J)-Jkml<I, * = 0,1 (14)

где

e = 6(1+a+... + am-l)/(1 -p).
Более того, если выполнены условия предложения 4.6, то для всех х 6

<=5и*=1,2

JkmW + fo<J*{x)<Jkmtx)+pkt
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где

Рк - min Ьк. 6* -?,
11 -ai 1 -<*2 J

'— Г а1 — а2 — 1 —

fc-maxl- 6*, 8к +е,
11 -<*! 1-а2 J

«* = «nf [4wM-^-i)mW] -27,

«i = sup Ukm(x) -J(k-X)mW] + 2eT
xGS

Доказательство. Имеем

< Г2Ц„_2) + О + «)e< r2[7Vw_3) + e] + (1 +a)e<

<rmt/) + (1 +а + ...+ат-Ме.

Аналогичные рассуждения приводят к неравенству

J2m<TmUm) + (\+* +.. .
+ am-!)ef

откуда следует, что

»Гт(^т) -r2mU)H<plUm -rmfr/)B.

Используя предыдущие три неравенства, получим

Угт-Т2тиП<У2т-ТтУтП +

+ ИГтит)-Г2т1/)И<(1+р)б(1+а +...+am"1).

Продолжая подобным образом, получим, что

Чкт -7"fcmt/)ll<(1+p + ...+pfc-l)6(1+a + ...+am-1)

для к - 1,2,..., откуда следует неравенство (14). Остальные
утверждения следуют из неравенства (14) и оценок погрешностей из предложения

4.6. □

Предложение 4.7 служит основой для практически осуществимого
алгоритма, позволяющего находить J* с произвольной степенью точности,

а почти оптимальную стационарную стратегию можно найти, используя
результаты предложения 4.5.

4.3.2. Итерация стратегий

Теоретически алгоритм итерации стратегий состоит в следующем.

Выбирается начальная функция ц0 € М, вычисляется соответствующая

функция издержек */м и новая функция Mi Е М находится из условия

ТЦ1иЦо) = ТиЦо). В более общей форме,если функция Цк€М уже

построена, то вычисляется функция Jtlk i^ находится функция цк+г € М,
удовлетворяющая равенству 7"дЛ+1Ц|Л) * ГЦ**'' поспе чего процесс
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повторяется. Если 5 ~- конечное множество и 1/(х) также конечно при

любом x€S, то обычно можно вычислить функцию */Д£ за конечное

число арифметических операций, и алгоритм практически реализуем.
Следующее предложение показывает, что при таких условиях

оптимальная стационарная стратегия определяется за конечное число итераций.
Предложение 4.8. Пусть выполнено предположение С, и пусть S и

Uix) при любом xGS- конечные множества. Тогда для любой

начальной функции Цо&М алгоритм итерации стратегий приводит к

оптимальной стационарной стратегии за конечное число итераций, т.е. если {м*}~~
полученная в процессевыполнения алгоритма последовательность, то

существует целое число к, такое, что стратегия {цк,Цк* • • •) оптимальна

при всех k>k.

Доказательство. Имеем

при всех к. Применяя оператор ТЦк+1 повторно к обеим частям,
получаем цепочку неравенств

- T(J»kXJ»k. N =1,2,... (15)

В силу предложения 4.2

lim 7-^+1(7Mk)=^+|, (16)

поэтому 4ifc+1 <•/„*.
Если (м*,М*г • • •) —оптимальная стратегия,то ^Л+1

= Jpk ■•/* и

стратегия (м*+ь M*+i'***) также оптимальна. В противном случае должно

иметь место неравенство */Mfc+1(x) <*/Mfc(x) для некоторогох€ S ибо если

•^ifc+i =^м*' то из соотношений (15) и (16) следует, что 7VMjt) ш */Mfc и

стратегия iixk,iikt...) оптимальна. Следовательно, либо стратегия (цк,
цк,...) оптимальна, либо стратегия {Цк+i, М*+1» • •) строго лучше. Так
как множество М по предположению конечна то предложение доказано. □

Если множества S и U(x) бесконечны, то по ряду причин алгоритм

итерации стратегий должен быть изменен. Во-первых, для данной функции
Hk может не существовать функции /i*+i такой, что 7мЛ+1Ц|*)-П«/д ).

Во-вторых, даже если такая функция д*+1 существует, то может

оказаться невозможным реальное вычисление ТЦк+1УЦк) и ^дЛ+г Поэтому

рассмотрим модифицированный алгоритм итерации стратегий:
Шаг 7. Выбрать функцию До €М и положительные константы у, 8 и е.

JUaz2. Для данной функции цк € М найти функцию ?Цк^В такую, что

Шаг 3. Найти функцию nk+iGM такую, что И7"дЛ+1Ц1Л)— H/Mfc)l <

<бр*. Если

то - остановка. В противном случае заменить цк на цк+\ и вернуться к

шагу 2.

Заметим, что шаги 2 и 3 алгоритма вычислительно реализуемы.

Следующее предложение устанавливает правильность алгоритма.

Предложение 4.9. Пусть выполнено предложение С Тогда

модифицированный алгоритм итерации стратегии заканчивается за, конечное число.

5. Д. Бертсекас де



скажем за к, итераций, и финальная функция /Ujt удовлетворяет
неравенству

v (б + брГ)(1+а +
... + аш-1)

IUM]F-^II<7P* + —

. (17)
"к 1 -р

Доказательство. Сначала покажем, что если алгоритм
оканчивается на Лг-й итерации, то выполняется неравенство (17).

Действительно, имеем
_

И7М*-•/,,* 1<7р\ (18)

17"м1+1Ц.г> -П7мГ)КвЛ (19)

Для любого положительного целого л имеем

Ц,г -./• i< i7Mff - г-ц,г)1+ 1гж(^м1) - г2п,(7^)» +

+... + пт<п'-^т(7^) - тпту^)1 + 1г"жим£) -./•!.

Из этого соотношения получим, что

и JMJF -j* ц< (1 +р+.. .+Р"-1) imm- - rm(7M-) и +

+ H7',ml7MjF»-V,|| (21)

для всех п > 1. Имеем также

... + lirM-,(J|1-»-rmt7M-)ii(
откуда, используя неравенство (2), получим

Комбинируя неравенства (21) и (22), получим

ll^jr-^*ll<(1+.P +
... + p',"l)(1 + « +

... + em"l)X

X ll JMi
- ГЦ,-) || + || Тnm Ц,-)

- J* ||

при всех п > 1. Переходя к пределу при л -*°°, получим

НЛ^-«/*Н<(1+«+ ••• +«m_Mll^-ГЦ,-) ||/(1-р). (23)

Используя неравенство (18), находим также

II J^-J*\\< IIJ^ - J^ II + II7М- - 7* ||< ТР* + II ?Mjf - J' II • (24)

Из неравенств (19) и (20) получим

ll-^fc-^Ц^НКе + бр*. (25)

Комбинируя неравенства (23) - (25), получаем (17).
Чтобы показать, что алгоритм будет заканчиваться за конечное число

итераций, предположим противное, т.е. допустим, что 11ГД.+,(7<<Jt) -Зцк II >

> е для всех к, и алгоритм порождает бесконечную последовательность



{Их} СМ. Имеем

+ II 7-Mfc+,(JMk) - r(7Mfc) || + || Т{7Цк) - T{Jpk) IK (« + 2ау)рк

при любом Аг. Из этого соотношения получим

Г"*+1 *V < r(,V + <8 + 2ory)p* < ^fc(7Mfc) + (« + 2oy»P* =

=./Mfc + («+2ory)p* (26)

при любом /г. Применяя оператор 7"м к обеим частям неравенства (26) и

вновь используя неравенство (26), находим

< n/„fc) + (1 + о) (« + 2«гу)р* <Jllk + (1 + а) (« + 2вгу)р*.

Продолжая аналогичным образом, убедимся, что

r£ + 1l/„fc) < 7VMfc) + (1 +а+ ... +ам"1) (« + 2ау)р* <

<./„к + (1 + а +
... +om-,)(« + 2cry)Pfc

для всех к. Последовательно применяя оператор Tj? к обеим частям

неравенства, получим
+

rSr*i^*»jt> < П^к)+(1 +Р +... + Ри-,)(1 + о + ...
+ о"1"1)(« + 2а?)р*

(27)
для всех л и к. Обозначим

X = (1 + а +
...

+ ат~ •) (« + 2сгу)/(1 -.р).

Затем, переходя в (27) к пределу при п -+<*>, получим

Последовательно применяя оператор Г к обеим частям, найдем

Ju <TmVU/ ,ч ) + X(om-1+am-2p+...+pm-1)p(""1)m. (28)

Пусть Xе Х(ат~! + ат~2р + .. . + рт~!). Тогда неравенство (28)
можно записать в виде

Последовательно используя неравенство (29), для всех п получим

<Tm[TmUU/ ,v
) + Xp<"-2>m]+Xp<n-1)m<

< r2m(V-2)m) +MP(^1)W +PP(W"2)m] <

• ..<7"лт(7Мо) + Х[р(л-1)т+рр(,,-2)т +р2р<л~3>т+ ... +P*"1].

Так как р*р<Л-*-1>т <ря"! при всех А: - 0, 1,..., п - 1, то это

неравенство приводит к следующему:

•/• <^пт < ТптиЦо) +лрЛ-1Х, л = 1,2,...
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Поскольку lim inpn~l) - 0 и lim ||Глт(7Мо) -7*11 = 0, то правая часть

П-+ ее Я-*1 °°

неравенства стремится к J* при л -►«>, и, следовательно, lim || J^ -7*11 -

= 0. Так как по построению

+ И П7„ > - 7Ц. » II + II 7V„ ) - TV"» II +

< (« + cry + Y)Pnm + (1 + «HI J« .

- J* II,

то можно заключать, что

Это противоречат предположению о том, что Н^-мЧ**)
~ ^ifc" ^ € АПЯ

любого A:. D

4.3.3. Математическое программирование

Пусть пространство состояний S = (хь х2,..., *»} является конечным

множеством, и примем Я
■ В. Из предложения 4.2 (а) следует, что если

только J € BmJ<T(J), to•/<•/*. Следовательно, числа7*(xj,...
,7*(хл)являются решением следующей задачи математического программирования:

п

минимизировать 2 X/

ПРИ УСЛОВИЯХ \t<H{xhU,Jx), /-1 /I, £/€1/(Х/),

где 7Х - это функция со значениями Д (х/) ■ X/, / - 1,..., п. Если

множество и{х{) конечно при всех /, то эта задача является конечномерной
(возможно нелинейной) задачей математического программирования с

конечным числом ограничений типа неравенств. Читатель легко проверит,

что для задачи стохастического оптимального управления из раздела 2.3.2

эта задача на самом деле представляет собой задачу линейного

программирования (см. также [12], раздел 6.2). Эта линейная задача может быть

решена за конечное число арифметических операций.

4.4. Применение к частным случаям

Результаты предыдущих разделов полностью применимы к задачам из

разделов 2.3.3 и 2.3.5, если только а < 1 и функция д неотрицательна и

ограничена. Мы сейчас покажем, что при этих условиях предположение С
выполняется.

Стохастическое оптимальное управление -

формулировка с внешним интегралом

Предложение 4.10. Рассмотрим отображение

Я(х, и, J) = Е* {д\х, и, w) + aJ[f(x, и, *Д] | х, и) (30)

из раздела 2.3.3 и положим У0(х) = 0 для каждого xGS. Предположим, что
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a < 1 и что при некотором b G R

Q<g(x,u,w)<b VxGS, uGLHx), wGW.

Тогда предположение С выполняется для множества В, состоящего из всех

неотрицательных функций J € В, причем скаляры в неравенствах (2) и (3)

равны соответственно 2а и a, a m = 1.

Замечание. Если рассматриваются специальные случаи отображений

из пп. 2.3.1 и 2.3.2, то множество В может быть выбрано равным В, а

скаляры в неравенствах (2) и (3) оба могут быть положены равными а.

Доказательство. Ясно, что J0 € В и 7%7), ТЦУ) G В для всех

функций JGB и fxG M. Кроме того, также для любой стратегии я =

= (Mo,Mi....) ^П имеем

Jo < ГДо l/o) < ' ■ ■ < (ГМо
■ ■ •

ТЦк) 1/о) < (ГДо
■ ■ ■

ГДлrMfc + %) 1/0),

и, следовательно, lim (7V. ••• Ги.г ){J0)(x) существует при каждом

х € 5. Легко также проверить по индукции, используя лемму А.2, что

(ГМф-
- -

У#1АГ_1> Со) UX Z а*6<6/(1-а) VxGS, Л/= 1.2,...

Следовательно, lim (ГМв-
• • 7"м ) 1Л>) (*) конечен для любого х.

При любых x€S, J,J'GB, fxGM и wEW имеем

0[х, м(*>, И + a*/[f(x, mW, w)1 <gl*. M(*), w] +

+ л/'Юх,мМ."П + a || 7-/||. (31)

Следовательно, согласно лемме А.З (б),

t'iglx.vM.w] +aJ[fix.iito.w)) \x,u}<

<f{g[x,nix),w]+aJ'[f(x,nix)tw)) \x,u } + 2a IU-/ ||, (32)

TM(J) (x) - Гм1/') (x)<2a IU-/ ||.

В силу симметрии T^J1) (x) - 7"MU) (x) < 2a II •/ - J' II и, следовательно,

|Гм(7)(х)-Гм(Г)(х)|<2а||,/-У|| VxGS, цем.

Взяв супремум левой части по xGS, получим

II Гд(J) - ГД(Л || < 2в || •/ - / II VM ^ Д#; J, / €Е Я, (33)

а это показывает, что неравенство (2) выполнено.

Если даны две функции J, У € В, то из неравенства (31) и лемм А.2 и

А.З (а) вместо (32) получим неравенство

f{g\x.vM.w] +л/[«х,м(х)§иг>] Ix#u}<
<Е*{ри/м(х),^]+аГ[^м(х),и^)] |х,</}+а||./-</'||,

и, как выше, получаем вместо (33) неравенство

II r^W-^l/'UKalM-/1| Vfietf; •/,/€*.

Это показывает, что неравенство (3) выполнено при р
= a. D
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Минимаксное управление

Предложение 4.11. Рассмотрим отображение

Н{х,и, J) = sup {д(х, и, w) + aJ[f(x,u,w)]} (34)
we w(x, u)

из п. 2.3.5 и положим J0{x) = 0 для всех х Е S. Предположим, что or < 1 и
для некоторого числа Ь €Е R имеем

0<g(x,u,w)<b VxGS, uGU(x). wZW.

Тогда предположение С выполняется для множества В, равного В,т = \,и
обоих скаляров в неравенствах (2) и (3), равных а.

Доказательство. Доказательство полностью аналогично

доказательству предложения 4.10. D

Другие задали, где применима теория, развитая в данной главе, можно

найти в [12]. Пример интересной задачи, в которой предположение С
выполняется при /я > 1, описан в разделе 7.4 из [12].

Глава 5

МОДЕЛИ С БЕСКОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ В ПРЕДПОЛОЖЕНИИ

МОНОТОННОСТИ

5.1. Общие заменами и предположежя

Рассмотрим задачу с бесконечным горизонтом:

минимизировать Jn(x) = lim (ГМв T|ll ■ • ■

TpN_ ) Uo) M

при условии эт = (До, Mi,-..)£ П.

В этой главе вводятся предположения о монотонности функции J0t
гарантирующие существование Jn для всех я € П. В любом из результатов
этой главы будем считать выполненным одно из следующих двух

предположений.

Предположение I (предположение о равномерном возрастании):

J0W<H(x,u,J0) Vx€S, uGUix). (2)

Предположение D (предположение о равномерном убывании):

JoM>H(x,u,J0) Vxes, u<ZU(x). (3)

Легко видеть, что при любом из этих предположений предел в задаче (1)

вполне определен и конечен либо равен ± °°. Действительно, в случае
предположения I из (2) следует, что

Л<ГМои0)<(ГМоГМ1)1/о)<--<(ГМоГМ1...ГМлГ1)ио)< •",

тогда, как в случае предположения D, из (3) следует

Jo >ГМо (J0) >(ТЦоТЦ1) Uo) > ■' ■

>(ГМо ТЩх ■ ■ ■

TMyvi) (Jo) > • • •

В обоих случаях предел в задаче (1) существует на расширенной числовой
оси для любого х € S.

При изучении моделей с бесконечным горизонтом в предположениях I и

D нам иногда придется дополнительнее предполагать, что отображение И
удовлетворяет одному из следующих допущений о непрерывности. (Пред-
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положения 1.1 и 1.2 будут использоваться совместно с предположением I,

в то время как предположения D.1 и D.2 — совместно с

предположением D.)
Предположение М* Если последовательность {Jk} CF удовлетворяет

неравенствам J0 < Jk < Jk +1 для любого к, то

lim Н(х, и, Jk) = Н(х, uf lim Jk) Vx G S, u<E U{x). (4)
к -+ °° к -*• °°

Предположение 1.2. Существует число а > О такое, что для любого числа

г>0 и любой функции JGF с Jo <J выполняется неравенство

Н(х, u,J)<H(x, u,J+r)<H(x, u,J)+ctr Vx <ES, £/€ U{x). (5)

Предположение D.1. Если последовательность {Jk) CF удовлетворяет
неравенствам Jk + X <Jk<J0 для любого к, то

lim H{x, u,Jk) = Н(х, и. lim Jk) Vx €S, u€ U(x). (6)
*- ~ k-*<»

Предположение D.2. Существует число а > О такое, что для любого

числа г> О и любой функции JGFe J<J0 выполняется неравенство

Hix,u,J)-CLr<H(x,u,J-r)<H(x,u,J) VxGS, uGU{x). (7)

5.2. Уравнение оптимальности

Сначала выясним, выполнено ли уравнение оптимальности J* = 7V*).
В качестве предварительного шага мы докажем следующий результат,

представляющий также самостоятельный интерес.

Предложение 5.1. Пусть выполнены предположения 1.1 и I.2. Тогда для

любого числа е > 0 существует ^оптимальная стратегия, т.е. стратегия

7ГС€П такая, что

J*<Jn <7*+e. (8)

Более того, если число а в предположении I.2 удовлетворяет условию a < 1,
то стратегию пе можно выбрать стационарной.
Доказательство. Пусть {ек} — такая последовательность, что

все ек > О и

£ <*Ч=е. (9)
к =0

Для любого х€5 рассмотрим последовательность стратегий {я^[х]} С

СП вида

яЛ[х]=(/4[х],м?М,...)
такую, что

ЛЛ[*](*К-/*(х) + б* VxGS (10)

для к ■ 0,1,... Такая последовательность существует, так как в силу

сделанных предположений J* (х) > — °°.

Использованное здесь (и, быть может, вызывающее недоумение)
обозначение нужно понимать следующим образом. Стратегия irk[x]={fio[x],ixx[x],...)
связана с состоянием х. Именно, М/М обозначает для любых х € S и Аг

Функцию из /И, в то время как р* [х] (?) — значение функции м* 1*1 в точке

*€& В частности, М/[*](*) — значение функции ц{[х] в точке х.
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Рассмотрим функции iik^M, определенные формулой

/**[*] =Мо(х] М VxGS ill)

и функции Jk, определенные формулой

Л(х) = А/[х,Д*(х), «^Сд*,,,
•••

V[^],t/o>] VxGS- (12)

Используя соотношения (10), (11) и предположения I и 1.1, получим

-ЛЛ|*] W <•/*W + в* Vxes, к = о, 1,... (13)

Из соотношений (12), (13) и предположения 1.2 получим

Т^^ь) М = Н[х,ик_г{х).7к] <

<H[x,jik_lix)tU* + €k)}<H[x,Jik_l(x),J*}+ct€k<
< H[x,JxkJt^)t Hm (Гд*-11ж, '"^-i^jH/oH

+ <***
=

= Л_1(х)+аеЛ

для всех /г — 1, 2,... и xGS или окончательно

Tvk_fik)<Jk-i+*ek. *«1.2.... (14)

Используя это неравенство и предположение 1.2, получим

Продолжая аналогичным образом, получим

при Л: - 1, 2,... Так как J0<Jk, то отсюда следует, что

l^.'-'Tju JIM <•/* + < 2 а'е,).

Обрзначим я6 = (До,Jul,...). Тогда, переходя к пределу в последнем

неравенстве и используя (9), получим J„€ <•/*+€. Если <*< 1, то в

неравенстве (10) при любом к положим е*=е(1 -а)и пк[х] = (й>[х],/Мх],...).
Тогда стационарная стратегия п€

« (Д, ju,...), где Д (х) = ijlq [х] (х) для

любого xG S удовлетворяет неравенству Jn€ <J* + е. П

Легко видеть, что требование а < 1 существенно для того, чтобы в

предыдущем предположении можно было выбрать стратегию яе среди

стационарных стратегий. Например, положим S-{0}, 1/(0) - (0, «>), Jo{0) « 0,
//(0, !#,•/)-€/+ J(0). Тогда J*(0)=0, но для любой функции juG/Иимеем
•/м(0)=оо.

Используя предложение 5.1, можно доказать уравнение оптимальности

в предположениях I, 1.1 и I.2.

Предложение 5.2. Пусть выполнены предположения I, 1.1 и 1.2. Тогда
J* = ТУ*). Более того, если функция J' GF такова, что J' >J0 и J'>T\J*)t
то f>J\ \
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Доказательство. Для любых стратегий я = (й>. Mi , ...) е П и

состояния xES из предположения 1.1 следует, что

Jn(x)= lim (Г|1вГ||---Г||1рЦ/о) W-
*-► сю *

- ГМо [ lim (ГМ1 • • -

7^) (Jo)) (x) > Г„о (Г) (х) > Т{Г) (х).

Взяв инфимум от левой части по п € П, получим J* > T(J*).
Чтобы доказать обратное неравенство, зададимся произвольными

положительными числами €i и е2 и рассмотрим стратегию я= (До,М1,---)*
такую, что

где 7Ti = (Дь Дз, • • • )• Такая стратегия существует по предложению 5.1.

Мы имеем

j_ = !im (Г Г- .. г ) уо) = г [ Г|т (г ... г , и)] я

fc -► о© Л
Jt-»oe

' *

■ гм0 ^ К Tjr. (■/ *> + <*е2 < Г(7*) + (б! + ае2).

Так как J* <JW, a e\ и е2 можно взять произвольно малыми, то 7*<
< 7У*). Следовательно, 7* - 7"(7*).

Предположим, что функция J' G F удовлетворяет неравенствам У > 70
и J' >T(J'). Пусть {е*} — произвольная последовательность с €к>0.
Рассмотрим стратегию я = (pi, Цх,...) € П такую, что

7^(7')<Г(7') + е*, * = 0, 1,...

Из предположения 1.2 следует, что

7* = inf lim {Tu --- r„JUo)< inf liminf(r„ --- r„Jt/f)<

< lim inf <7W ••• ГдJ(7')<liminf(7>.-- T-„ )[Г(7')+е*] <

< lim inf (Гд ••- Тц. )(7' + e*)<liminf [(7д-
-•• Гд- )(7') +

+akek].. < lim [ TiJ') + ( 2 a'e, )] <7' + ( 2 a'e/).
k -+ ~ i = 0 f =0

Так как величину 27=оа^/ можно считать сколь угодно малой, то отсюда

следует, что J* <7'. □

Следующие контрпримеры показывают, что предположения 1.1 и I.2 в

предложении 5.2 существенны.
К он т р п р и мер 1. Положим S={0, 1}, С= 1/(0) - 6/(1) = (-1,0],

•М0)=70(1) = -1, А/(0, и, 7) = </, если7(1)<-1, "(0, </,7) = 0, если 7(1 )>
> -1 и //(1, ", 7) - I/. Тогда (ГМо .. Г^^) (70)(0) = 0 и

(7Мо ""

^млг-1><7о)(1) =

Мо (D Для Л/>1. Таким образом, 7*(0) - 0,
7*0) = —1, в то время как 7"(7*)(0) = -1, 7Ч/*)(1)Я -1 и,

следовательно, TU*) = 7*. Заметим также, что 70 является неподвижной точкой

оператора Т, хотя 70 <7* и 70 #7*, так что второе утверждение

предложения 5.2 не имеет места, когда 70 = 7'. Здесь предположения I и 1.1

выполнены, а предположение I.2 — нет.

Контрпример 2. Положим S = {0, 1}, С - U{0) = 1/(1) ={0},
Л>(0) = 70ОИО, А/(0,0,7) = 0, если7(1)<~ Я(0,0,7)=*~ если 7(1) =~

"(1,0,7)=7(1) + 1. Тогда (ГМо
• - - T^JVoW)

- 0, а (ГМо - ■ • ГМЛГ_,) X
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X l/0Ml) = /V. Таким образом, J*{0) = 0, JmC\) -°°. С другой стороны,
7Ч/*)(0) = Н/*)(1) = ~ и/# 7%/*). Здесь предположения I и 1.2

удовлетворяются, а предположение 1.1—нет.
Из предложения 5.1 получаем такой результат.
Следствие 5.2.1. Пусть выполнены предположения I, 1.1 и I.2. Тогда

для любой стационарной стратегии я - (ji, ц,...) имеет место равенство

J
и
~ ТцУп). Более того, если функция J' €F такова, что J' >J0 и J1 >

>Гц«А то S>J^
Доказательство. Рассмотрим частный случай нашей задачи,

когда вместо U(x) множество управлений в состоянии х равно (Ум(х) =

= { М(*>}. Применение предложения 5.2 приводит к нужному результату. □

Приведем теперь аналог предложения 5.2 в предположении D.

Предложение 5.3. Пусть выполнены предположения Du D.1. Тогда J* =

= 7V*). Более фого, если функция J'GF такова, что J' <J0 и J'<T{J'),
то J'<J*.
Доказательство. Сначала рассмотрим следующую лемму.
Лемма 5.1. Пусть выполнено предположение D. Тогда

J* = lim Jf,, (15)
AT-*»

где Jи
— функция оптимальных издержек для задачи с горизонтом N.

Доказательство. Ясно, что для любого N имеет место
неравенство J* <Jn и, следовательно, J* <WmN^ooJ^. Кроме того, для любой

стратегии я = (д0, /*ь ...) € П имеем

Переходя к пределу в обеих частях неравенства, получим, что Jn >
> limjv_»oo«//v и, следовательно, J* > Ит# _►»*/#. D

Доказательство предложения 5.3 (продолжение).
Вернемся теперь к доказательству предложения 5.3. Рассуждения, полностью

аналогичные использованным при доказательстве леммы 5.1, показывают,
что в предположении D мы имеем

lim inf H\x,u,Jn)= inf lim tf(x, u, J^) (16)

для всех x€S. Используя предположение D.1, получаем отсюда

Mm TU*N) - П «im J*N). (17)

Так как предположения D и D.1 эквивалентны предположению F.1' из

главы 3, то из следствия 3.1.1 получаем равенство J*n = TNU0), откуда
можно заключить, что 7Vu) s TN+X (Л>) s/)v+i- Комбинируя это

равенство с равенствами (15), (17), получаем, что J* = 7V*)•
Чтобы завершить доказательство, рассмотрим функцию S Е F такую,

что J' <J0 и/< Г(/). Тог-а

J* = inf lim (Гм •••:МЛг t)Vo) >

> lim inf (ГМо--- TnN_t)(j0) >
N-+— аг6П

> lim inf (Гд -Гд^ ,)(/)> «im TNV')>J'.

Следовательно, J > J . □

V
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В контрпримерах 1 и 2 раздела 3.2 выполнено предположение D, а

предположение D.1 — нет. В обоих случаях J* Ф T{J*), что читатель может

легко проверить.

Беглый просмотр доказательства предложения 53 обнаруживает, что

единственное место, где используется предположение Р.1,это проверка
соотношений

Mm T{Jn) - Т( lim J*N)

и Jn~Tn\Jq) . Если эти соотношения могут быть получены независимо,

то утверждения предложения 5.3 будут справедливы. Значит, имеет место

такой результат.
Следствие 5.3.1. Пусть выполнены предположения D и D.2. Пусть S —

конечное множество и J* (х) > —°° для любого х G S. Тогда J* = 7V*).
Более того, если функция J9 € F такова, что S <J0 и J' < 7V'), то

/<J\
До казательство. Почти дословное повторение доказательства

предложения 3.1 (б) показывает, что в условиях D, D.2 и в

предположении, что »/*(х)>—°° для любого х€5 имеем J% = TN{J0) для N -

= 1, 2,... Мы сейчас покажем, что

lim Я(х, и, Jfr) = Н\х,и, ,
Mm J*N) VxGS, uGU(x).

Отсюда ввиду (16) вытекает (17), и доказательство завершается, как в

предложении 5.3.

Предположим противное, т.е. что для некоторых х€5 и </£ 1/(х') и

е > 0 выполняется неравенство

H(x,u,J*k)-e>H$,u, lim J*N), Ar=1,2,...

Из конечности множества S и того факта, что */*(х) = Пт^^во»/лг(х) > —°°

для любого х, получаем, что

j* _ (в/а) < iim j*N \fk>k

для некоторого положительного целого числа к. Используя
предположение D.2, получаем, что

Н(х, и, Гк)-€< Н(х, и, J*k - (е/а) <

< Н(х, и, lim J*N)

для всех к > к, а это противоречит предположению. D

Точно так же, как и в предположении I, имеет место такой результат.

Следствие 53.2. Пусть выполнены предположения D и D.1. Тогда для
любой стационарной стратегии я - (д, ц,...) имеет место равенство */м =

55 Тц Ми )• Более того, если функция J' GF такова, что J1 <J0 и J* <

<ГМ(/), го •/'<*/„.
Стоит отметить, что предложения 5.2 и 5.3 могут служить основой для

вычисления функции J* в случае, когда пространство состояний 5
конечно и состоит из п элементов хь..., х„. Из предложения 5.2 следует, что
в предположениях I, 1.1 и I.2 числа J (xi) У*(х„) дают решение
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следующей задачи:
п

минимизировать 2 X/

при условиях X/ > inf Я(х/, и, Jx), i - 1,..., п,
не !/(*,)

X/ > Л(*/), 'в1 я,

где J\ — функция со значениями J\{x§) s X/, i'= 1,..., л. В
предположениях D и D.1 или D, D.2 и при условии, что •/*(х)>-°° для всех х G S,
соответствующая задача имеет вид:

п

максимизировать £ X/
vT /=i

при условиях X/ < Н(хо и, J\). /=!,...,/?, w€ (/(*,),

X/ < J0b<i); ^

/- 1,..., п.

Если 6/(х/) также конечно для любого /, то предшествующая задача

становится конечномерной (возможно — нелинейной) задачей математического

программирования.

S3. Характеризация оптимальных стратегий

Справедливы следующие необходимые и достаточные условия
оптимальности стационарной стратегии.

Предложение 5.4. Пусть выполнены предположения 1,1.1 и I.2.

Стационарная стратегия я* = (д*, /i*,...) оптимальна тогда и только тогда, когда

Г^СЛ-П/^ (18)

Более того, если для любого х € S существует стратегия, которая

оптимальна в точке х, то существует стационарная оптимальная стратегия.

Доказательство. Если стратегия я* оптимальна, то »/м« =»/*,
и результат следует из предложения 5.2 и следствия 5.2.1. Обратно, если

7"м»1/*) ■ T{J*), то из равенства J* - 7V*) (см. предложение 5.2) следует,

что ГМ«(У*) = •/*. В силу следствия 5.2.1 имеет место неравенство J^* <J*
и, следовательно, стратегия я4 оптимальна.

Если стратегия я£ = (до,х* Mi,x* • • •) оптимальна при x€S, то из

предположения 1.1 следует, что'

Г(х)=</ .(х)= lim (Г. ••• Г. )U0)<*) =

**0,x fc-+oo
"

**l,x *4,x

> Ги. 1Л(х) >rt/*)(x)=-/*(x).

Следовательно, Г* (J*) (x) - TV*) (x) для любого x€S, Определим

функцию ц*£М формулой д*(х) = Ai5fJf (x).Тогда ГД*(У*) = 7V*) и, как

только что было доказано, стационарная стратегия (д\ м*,...)
оптимальна. D
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Предложение 5.5. Пусть выполнены предположения D и D.1.

Стационарная стратегия тг* = (д*, д*,...) оптимальна тогда и только тогда, когда

V(V
=

74V)- <19)

Доказательство. Если стратегия я* оптимальна, то J
, =7*,

и результат следует из предложения 5.3 и следствия 53.2. Обратно, если

Тц*У»*^~ ^Ki*''" то мы полУчаем из следствия 5.3.2, что J *
- T\J J,

а предложение 5.3 приводит к неравенству J^<J*. Следовательно,

стратегия тг* оптимальна. D

Примеры, когда выполнено предположение D и стратегия тг*

удовлетворяет условию (18), либо выполнены I и (19), но стратегия тг* не

оптимальна, приведены в [12], раздел 6.4.
Предложение 5.4 показывает, «Гго стационарная оптимальная стратегия

существует тогда и только тогда, когда инфимум в уравнении
оптимальности

J*(x) = inf Hi*, и, J*)
uGU(x)

достигается для любого х £ S. Если инфимум не достигается для некоторо
го х €S, то, как показывает следующее предложение, уравнение оптималь

ности все же может быть использовано для получения е -оптимальной стра

тегии, причем ее можно выбрать стационарной, если только число а в пред

положении I.2 строго меньше единицы.

Предложение 5.6. Пусть*выполнены предположения I и 1.1 и 1.2. Тогда

(а) если числа {6*} и стратегия тг* - (д5, /i* ,...)€ П таковы, что

2Г=о<**«* = е, *1>0, / = 0,1 и

Тц.и*)<ТУ*) + €к. * = 0. 1

то J*<J^<J* +e;

(б) если число а из предположения I.2 строго меньше единицы, число

е > 0 и стратегия /i* €М таковы, что

Т^У) < НЛ + е(1-а),

то J0<J^<J* +e.

Доказательство.
(а) Так как 7"(7*)=*/*, то 7"м*1/*)<*/* + б*, и, применяя оператор

Гм« к обеим частям неравенства, получаем

Wu. T*)V) < Т. V) + <*€k < Г-Цеь-г+ае*).
*к-\ *к *к-\

Применяя аналогичным образом оператор Г * и повторяя процесс,

получаем, что *~2

«^•••- 7" .)1/Ф)<^+ ( 2 аЧ)

при А: = 1, 2,... Так как J0<J*, отсюда следует, что

к

iTu.---Tu.Wo) <*/*+( 2 а'е,), Дг-1. 2,...

Переходя к пределу при к-+°°, получим, что Jn* <J* + е.

(б) Это утверждение доказывается, если в предыдущем рассуждении

положить etc
e е(1 —а) и Цк =М*- Е
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Слабый аналог утверждения (а) из предложения 5.6 в предположении D

содержится в следствии 5.7.1. Однако нам не удалось получить полный
аналог утверждения (б) или условия для существования стационарной
оптимальной стратегии в предположении D.

5.4. Сходимость алгоритма динамического программирования
-

существование стационарных оптимальных стратегий

Алгоритм ДП состоит в последовательном вычислении функций T(J0),
T2{J0),... В предположении I имеем ТкЦ0) < 7"*+1 Uo) Для всех Лг, а в

предположении D, наоборот, Тк*хЦ0ХТкУ0) для всех к. Поэтому
можно определить функцию •/«» € F формулой

Л.(х)= lim TNV0)ix) Vx€S. (20)

Мы хотим вьтаснить, справедливо ли равенство */«> =«/*. Следующее
предложение показывает, что если выполняется предположение D, то
Joo -Jm при довольно слабых предположениях.

Предложение 5.7. Пусть выполнено предположение D или

выполнено предположение D.1, или Jn = TnI(J0) для всех N, где J% — функция
оптимальных издержек при горизонте N. Тогда Л, =•/*.
Доказательство. Согласно лемме 5.1 из предположения D

следует, что 7* = Птдг-*оо*/лг. Следствие 3.1.1 показывает, что при наших

предположениях Jjif = TN{J0). Следовательно, J* ■ Ит^-юоГ^ио) =•/«>.□
Следующий результат представляет собой слабый аналог предложения 5.1

и предложения 5.6 (а) в предположении D.

Следствие 5.7.1. Пусть выполнены предположение D, предположение
D.2, и пусть S конечно и J*(х) > —°° для всех x€S. Тогда для любого
числа е>0 существует е-оптимальная стратегия, т.е. такая стратегия

яе € П, что J* <JVe <J* + е.

Доказательство. Для любого N обозначим e# - е/2(1 + a + . . .

... +a/v~1), и пусть стратегия nN
= {м<^ м^,... ,М#-ь М» М* • •) так°-

ва, что ц€М, р%^М и

(Г^Г^-*-1)^» < TN~kV0) + eN

для к ■ 0, 1,..., /V - 1. Так как 7" лг 1/оК ЛЛ>) + бдг, то, применяя

оператор Г /v к обеим частям, получим
**/V-2

(Т n T n WqXITn T){Jo) + <*€N < Г21/о) + (1+<*)е*.

Продолжая аналогичным образом, придем к неравенству

(Т N-T N )(J0)< ГЛГ1/о> + <1+<1 + ...+аЛГ-|)еЛг.
Mo Mjy_i

откуда получим, что J„N <TNV0) + e/2 для /V = 0, 1,... Как и при

доказательстве следствия 5.3.1, из наших предположений вытекает, что J^ =

= TNltJ0) для всех Л/, так что в силу предложения 5.7 имеет место

равенство \\тр—тТ**0о)■•/*. Пусть число /V таково,что Г^1У0) < ^* + е/2.
Такое w существует, так как множество S конечной J*(x)> —°° для

всех x€S. Тогда */я-<*/*+е и я/7 является желаемой стратегией. D

Как показывает следующий контрпример, в предположениях I, 1.1
и I.2 равенство Jw = J* может не выполняться даже для простых задач

детерминированного оптимального управления.



Контрпример 3. Пусть S ■ [0, °°), С - U(x) ■ (0, °°) для всех

x€S, JoM = 0 для всех x€S и

tf(x,£/,*/)=x+*/(2x+£/) Vx€S, £/€(У(х).

Тогда легко проверить, что

Г(х)= inf 7я(х) = оо vx€S,

хотя TN{J0) (0) =0, /V= 1,2,... Следовательно, Л, (0) =0 и Ло (0) <
< Г (0).

В этом примере J*{x) = °° для всех х€ S. Существуют другие

примеры, где J* iJoo и J*(x) < °° для всех х€ 5 (см. [83], с. 880).
Следующий промежуточный результат показывает, что для того чтобы «Л» * J*,
необходимо и достаточно, чтобы */«» = 7V<»).

Предложение 5.8. Пусть выполнены предположения I, 1.1 и I.2. Тогда

J~< T(Joo)< T(J*)=J\ (21)

Далее, равенства

Joo = T(Joo) = T(Jm)=J* (22)

выполняются тогда и только тогда, когда

Joo = T(JJ. (23)

Доказательство.#Ясно, что «/w ^ Jn для всех стратегий я G П

и, следовательно, •/,»<•/. Белее того, в силу предложения 5.2 имеем

7"U*) =•/*. Кроме того,

Г(Л.) = inf H[x,u,Jo>)> inf //[x,i/,7*Uo>] -r*+lWo)
nei/(jf) ueu(x)

для всех А: > 0. Взяв предел от правой части, получим неравенство Г(Ло) >

> J*, что вместе с соотношениями Л, < •/* и Г(*/*) =7* доказывает

неравенства (21). Если выполнены равенства (22), то равенство (23) также

выполняется. И обратно, .;усть равенство (23) выполнено. Тогда,
поскольку Joo > Jo, из предложения 5.2 следует, что •/«• > J*, и это неравенство

вместе с (21) доказывает (22). D
Ниже мы приводим необходимые и достаточные условия для равенства

Joo = Г (Joo) [и, следовательно, (22) ] в предположениях 1,1.1 и 1.2. Заодно

будет получено полезное достаточное условие для выполнения равенства
Joo = TUoo), которое одновременно гарантирует существование
стационарной оптимальной стратегии.

Для любой функции J Е F обозначим через E(J) надграфик J, т.е.

множество в SR, определяемое следующим образом:

E{J) = {(x,\)\J(x)< X). (24)
В предположении I имеем Tk (J0) < 7"*+1 (J0) для всех к и Joo =

"

lim* _>oe Tk (J0), поэтому легко видеть, что

£(Ло)= П E[Tk(J0)]. (25)
* = i

Рассмотрим множество Ск в SCR, задаваемое выражением

Ск= {(x,u,\)\H[x,u,Tk-l(Jo)) < К xGSf ueuix)}, (26)

к>\.
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Обозначим через Р iCk) проекцию Ск на SR, т.е. множество

Р(Ск)={(х,\)\*иеи(х) т.ч. (х,</,Х)€ЕС*}#). (27)

Рассмотрим также множество

Я(СлТ={(х,Х)|Э{Хл} т.ч. Х„-Х, (х,Хя)€Я(С*). л-0.1....} (28)

Множество Р(Ск) получается из Р (Ск) добавлением к каждому х точки

[х, X (х) ], где X (х) является, возможно, несуществующей граничной
точкой полупрямой {Х| (х, X) € Р iCk)}. Имеем следующую лемму.
Лемма 5.2. Пусть выполнено предположение I. Тогда

P(Ck)CP[cd=E[Tk{J0)] (29)

для всех к > 1. Более того, равенства

P(Ck)=P{C;]±E[TkUo)] (30)

выполняются тогда и только тогда, когда в уравнении

r*Uo)(x) =
;

inf Hlx.u,Tk-lUo)] (31)
uGU(x)

инфимум достигается для любого х € S.

Доказательство. Если (х,Х) €E[Tk{J0)], то

r*U0)(x)« «nf Hbc.u.Tk-lUo)]<b-
uGU(x)

Пусть последовательности {ея}и {ип} С 1/(х) таковы, что е„ > 0, б„-*0, и

"[х,*,,, Г*"1 (./<>)]< Г*Ш+ея< Х + б„.

Тогда (х, £/„, X + е„) €Ски (х, X + е„) € Я(С*) для всех п. Так как

X + еп
-► X, из формулы (28) получаем, что (х, X) G P (Ck). Следовательно,

E[Tk(J0)] СР(Ск\. (32)

Обратно, пусть (х, X) € Р{Ск). Тогда вследствие соотношений (26) —

(28) существуют последовательность {Х„} с Х„ -» X и соответствующая

последовательность {</„} С U(x) такие, что

Tk(J0)ix)< H[x,un,Tk-lUo)] < V
Взяв предел прип-*•*>, получаем, что Тк {J0) (х) < X и (х, X) € Е[Тк (J0)].
Следовательно,

Pic^)CE[Tk(J0)],
и, используя соотношение (32), получим (29).

Чтобы доказать эквивалентность соотношения (30) достижению инфи-

мума в (31), предположим сначала, что инфимум при каждом х€ 5

доставляется функцией д£_! (х). Тогда для любой пары (х, X) € E[Tk(J0)]
имеем

"[x,MJj-i(*>, Tk~l(Jo)]< X,

откуда по формуле (27) следует, что (х/ X) € Р(Ск). Следовательно,
E[Tk{J0)] CP(Ck) и с помощью (29) мы получаем (30). Обратно, если

соотношение (30) выполняется, то [х, Тк (J0) (x)] СР{Ск) для каждо-
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го х, при котором Тк (J0) (х) < ее. Тогда из (26) и (27) следует, что

существует функция ц£ -1W е ^М такая, что

//[х,^.,,?"*-1^)] < r*U0)W- Inf //[х^.Г*-1^)].
i*ec/(x)

Следовательно, инфимум в формуле (31) достигается для всех х, при

которых Тк (J0) (х) < °°. Он тривиально достигается во всех точках и € t/(x),
когда Тк (J0) (x) = °°, что завершает доказательство. D

Рассмотрим теперь множество ^=1Ск и подобно формулам (27) и

(28) определим множества

Pi П С*) -{(х,Х)|Э иеи(х) т.ч. (х,</,Х)е П Ck)t (33)

/>( П С*) - {(х,Х)|Э{ХЛ} т.ч. ХЛн.\, (x,XJG/>( П ад}. (34)

Используя формулу (25) и лемму 5.2, нетрудно получить, что

Р( П Ск) С П />(С*)С П />(С*) = П £[Г*и0)1 = Ш~). (35)

/>( п ад с п />(ад = п Е[т*ш) =£U~). (36)

Имеет место следующий результат.
Предложение 5.9. Пусть выполнены предположения I, 1.1 и 1.2. Тогда:

(а) равенство J* m'TiJ-) (или, что равносильно J* ■ */*) имеег месго

тогда </ только тогда, когда

Р( П ад = П «С*); (37)
* = i * = 1

(б) равенство Л» ■ 7" (Л.) (ала, vro равносильно */«> =J*)
справедливо, и инфимум в формуле

Л>(х) = inf H(x,u,Joo) (38)
«ei/(x)

достигается для любого х Е S (или, что равносильно, существует

стационарная оптимальная стратегия) тогда и только тогда, когда

Р( П ад = П />(С*). (39)

Доказательство.
(а) Предположим, что •/<* s T(J*>), и пусть пара (х, X) принадлежит

множеству £(*/<»), т.е.

inf H(x,u,J„)=Joo(x)< X.

Пусть { е„} — произвольная последовательность с е„ > 0, е„ -* 0. Тогда

существует последовательность {</„} такая, что

//(х,!/,,,./.•)< Л+ея, л = 1,2

и, следовательно,

//[х^^Г*-1^)] < * + **, Дг#л-1.2....
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Отсюда следует, что (х, и„, X + е„) € С* при всех к и л, и (х/ </„, X + б„) €
€ П£=, СЛ при всех п. Следовательно, [х, X + еп) €/>ЮГ= \ С*) "Р* всех п'

и так как X + ел -»-Х, то получаем, что (х, X) €Я(Г£., Ск). Поэтому

£Uoo)C />( П С*) ,

к = \

и, используя (36), получаем (37).
Обратно, пусть выполнено равенство (37). Тогда из соотношения (36)

имеем PV^k=\Ck) = E(J*>). Пусть точка х € S такая, что Л, (х) < °°.

Тогда [х, Jooix)] € Р(п£=1СЛ) и существуют последовательность{X,,}
с Х„ ->JM (х) и последовательность {ип) С 1/(х) такие, что

Н\х,ип, Tk-tyj0)] < Х„, к,п = 1,2,...

Взяв предел по Аг и используя предположение 1.1, получим И(х, un,J*>) <
< Х„, а так как ГЦ*) (х) < И(х, </„,•/«,),то,следовательно, Г(Л.) (х) <
< Х„. Взяв предел при п -*°°, получим Г (Л.) (х) < Ло (х) для всех х € S

таких, что Joo (x) < °°. Так как полученное неравенство выполняется

также и для всех х € S таких, что Joo (х) = «\ то ГЦ») < Л». С другой

стороны, из предложения 5.8 следует, что Jm < Г (•/«>). Эти два

неравенства означают, что Joo = T{Joo).
(б) Предположим, что •/«> = ГЦ*) и что инфимум в формуле (38)

достигается при любом х € S. Тогда существует функция ц* G М такая,
что

"[х,м*(х), -/оо] < X

для любой пары (х, X) Е £ Ц»). Следовательно, И [х, /к*(х), Тк~l (J0) J <
< X для к = 1, 2,... и [х, м*(х), X] G П£=1СЛ. Стало быть, {х, X) е
€ Я(П£=, С*). Следовательно,

£VoJC />( О С*)
* = i

и (39) получится из (35).
Обратно, пусть выполняется условие (39). Тогда

Ix.JooixUeEiJ^^Pi П Ск)
к = \

для всех х € S таких, что Joo (x) < °°. Таким образом, существует
функция n*(x)GU(x) такая, что

[х,м*(х), Joo(x))e П Ск,
* = 1

откуда мы заключаем, что

Н[х,ц*(х), Тк~1Ш] < -/~(х), Лг = 0,1

Переходя к пределу и используя предположение 1.1, видим, что

TUoo)(x)< H[X,P(X), Joo] < Jooix).

Отсюда следует, что Г(7М) <•/«>, а так как по предложению 5.8 •/» <
< TUoo), то окончательно получим, что Joo = Г (•/«,). Более того,
последнее неравенство показывает, что функция ц* доставляет инфимум в

формуле (38), если Joo (x) < °°. Если J^ (x) = °°, то любое управление
</€ U(x) доставляет инфимум, и доказательство завершено. D
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Из предложения 5.8 видно, что равенство •/«, = T(Joo) эквивалентно

тому, что законна следующая перестановка операций взятия инфимума
и предела:

Л, = lim inf (ГМв • • • Гм.)(70) = inf lim (ГДа ■ • • ТЦШ0) = �/*.

Таким образом, предложение 5.9 утверждает, что перестановочность

инфимума фактически эквивалентна возможности перестановки операций
проектирования и пересечения вида (37) или (39).

Следующее предложение содержит предположение компактности,

гарантирующее выполнение условия (39).
Предложение 5.10. Пусть выполнены предположения I, 1.1 и 1.2, и пусть

пространство управлений С - хаусдорфово пространство. Предположим,
что существует такое натуральное число к, что для любых х € S, X G R и

к> к множество

Uk{x,\)={uGU(x)\H[x,u,Tk(J0)] < X} (40)

компактно. Тогда

Р( П Ск) = П Р(Ск) (41)

и (в силу предложений 5.8 и 5.9)

•/оо = Г(7вв) = Ги*)=Г.

Более того, тогда существует стационарная оптимальная стратегия.
Доказательство. Как это следует из (35), достаточно

показать, что

/>( П Ск) Э П Р(Ск), П Я(С*)= П Я(С*). (42)

Пусть пара (х, X) принадлежит множеству n£=i^(Cfc)- Тогда

существует последовательно {*/„} Е 1/(х) такая, что

Н[х.ия.ТкШ] < H[x,un,Tn(J0)} < X Чп>к,

или, что эквивалентно,

ипеик[х,\) Vn>k, * = 0,1,...

Так как множество Uk{x, X) компактно при к > к, то

последовательность {*/„} имеет предельную точку и и */ G Uk {x, X) V/r > А:. Но

6/0(х, М Э(У,(хД) Э ..., поэтому и € Uk (х, X) при А: » 0, 1,...
Следовательно,

//[х,5,Г*(./о)] < К *-0.1

и (х, с/, Х)€ П~=, СЛ. Отсюда следует, что

(х,Х)е/>(П£ = 1СЛ) и

Ж П С*) Э П />(С*).
А- = 1 * = 1

Из компактности множества Uk {x, X) и результатов леммы 3.1

следует также, что инфимум в формуле (31) достигается при любых х € S

и к>~к. Согласно лемме 5.2, Р (Ск) - Р (Ск) для к > к, а так как Я (Ci) Э
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DP{C2) Э ... и P(Ci) DP(C2) 3 ..., мы имеем

П />(С*) = П Р^).

Тем самым (42) доказано. D

Следующее предложение показывает, что с помощью алгоритма ДП
в пределе можно получить стационарную оптимальную стратегию.

Предложение 5.11. Пусть выполнены условия предложения 5.10. Тогда:
(а) существует стратегия п* = (м8, м?,...), доставляющая инфимум

в алгоритмеДП для всех к>к, т.е. такая, что

(rMjfrM(^) = r*+1Uo) Vk>k; (43)

(б) для любой стратегии я*, удовлетворяющей условию (43),
последовательность {Ц$(х)} имеет по крайней мере одну предельную точку при
любом х Е S с J*(х) < «>;

(в) если функция ц*: S -+ С такова, что ц*(х) является предельной
точкой последовательности {д£ (х)} при всех x€S cJ*{x) < °°, и ц*{х)€
€ U(x) для всех х GS cJ*(x) = °°, то стационарная стратегия (ц*, ц*,...)
оптимальна.

Доказательство.
(а) Следует из леммы 3.1.

(б) Для любой стратегии я* = (До, ji*,...), удовлетворяющей
условиям (43), и любого xGS c/(x)< °°, имеем

Н[х,цЫх).Т*Ш] <

< Н[х,£(х),ТпШ] <J*ix)

Vk>k, n>k.

Следовательно,

tiMeuk[x,Jm(x)] \/к>к, п>к.

Так как множество Uk[x, J*(x)] компактно, то последовательность

{ЦпМ} имеет по крайней мере одну предельную точку. Более того,
любая предельная точка ц*(х) последовательности {ц*пМ} принадлежит

множеству Щх) и удовлетворяет неравенству

Н[х,ц*{х).ТкШ] < J*M \fk>k.
л

(44)

Переходя в неравенстве (44) к пределу и используя предположение 1.1,
получим

Н[х,ц*(х), Joo] = А/[х,м*(х), Г] <Г(х)

для всех х € S, при которых J*{x) < <*>. То же выполняется
тривиальным образом для всех х € S, при которых J*(x) = °°. Следовательно,

Гд«, (»/*) < J* ■ TU*), откуда Г „ (•/*) - TU*). По предложению 5.4

стратегия (ц*, ц*,...) оптимальна. D

В ряде частных случаев компактность множеств Uk ix, X) может быть

проверена. Несколько таких примеров приведены в конце раздела 3.2.

Другим примером является полунепрерывная снизу модель из раздела 8.3,
вариант которой с бесконечным горизонтом рассматривается в

следствии 9.17.2.

\
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5.5. Применение к частным случаям

Покажем теперь, что все результаты этой главы применимы к задачам

стохастического оптимального управления из пп. 2.3.3. и 2.3.4. Однако

только часть их применима к задаче минимаксного управления из п. 2.3.6,
так как без дополнительных предположений не выполняется условие D.1.

Стохастическое оптимальное управление —

формулировка с внешним интегралом

Предложение 5.12. Рассмотрим отображение

H(x,u,J) = Е*{д{х,и, w)+aJ[f[x,u, w)] \x,u)

из п. 2.3.3 и положим J0 (х) = 0 для любых xGS. Если

o<g(x,u,w) Vxes,

ueuix), wtw,

то предположения I, 1.1 и 1.2 выполнены со значением скаляра из
предположения I.2, равным ol Если

g(x,u,w)<0 VxGS, uGUix), w^W (47)
i

то предположения D, D.I и D.2 выполнены со значением скаляра в D.2,
равным а.

Доказательство. Предположения I и D выполняются
тривиальным образом, если учесть соответственно неравенства (46) или (47) и

тот факт, что J0M = О для любых хЕ 5. Предположения 1.1 иD.1.
выполняются в силу теоремы о монотонном предельном переходе для внешнего

интеграла (предложение А.1). Из леммы А.2 следует, что при условии (46)

H{x,u,J + r) = E*{9(x,u,w)+aJ[fix,u,w)] +ar\x,u) =

= E*{g{x, и, iv) + aJ[f(x, и, w)] \ x, u) + ar = H(x,u, J) + ar

при всех г > 0 и J € F cJ0<J. Следовательно, предположение 1.2

выполнено, как утверждалось. При условии (47) из лемм А.2 и А.З (в)

следует, что

H(x,u,J-r) = H(x,u,J)-ar

для всех r>0nJGFcJ<J0, так что и предположение D.2
выполнено. □

Таким образом, все результаты предыдущих разделов применимы

к задачам стохастического оптимального управления с аддитивными

функционалами издержек. На самом деле при дополнительных

предположениях о счетности можно использовать аддитивную структуру этих задач

для получения результатов о существовании оптимальных или почти

оптимальных стратегий в предположении D. Эти результаты приводятся в

следующем предложении. Доказательство утверждения (а) можно найти

у Блекуэлла [18]. Доказательство утверждений (б) и (в) можно найти

у Орнштейна [63] и Фрида [4].
Предложение 5.13. Рассмотрим отображение

Н{х, u,J) = E{g(x, и, w) +J[f{x, и, w)) | x. и}

из п. 2.3.2. {множество W счетно), и пусть J0(x) =0 для всех х € S.

Предположим, что множество S также счетно, J ^(х) > — °° для всех х G S
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и что функция д удовлетворяет условию

b<g(x,u,w)<0 Vx€S, ueU(x), wGW,

где b € (— °°, 0) - некоторая постоянная. Тогда:

(а) если для любого х € S существует стратегия, оптимальная в

точке х, то существует стационарная оптимальная стратегия;

(б) для любого числа е > 0 существует функция ц€ Е М такая, что

*/Ме(х)< (1 -е)Г(х) VxGS;

(в) если существует число 0 € (-«>, 0) re/сое, что 0 < »/*(х) для всех

х Е S, то для любого числа е > 0 существует стационарная
€-оптимальная стратегия, т.е. существует функция ц€€М такая, что

J*< Ju< 7*+e.

Заметим, что, как показывает пример, построенный Блекуэллом [18],
утверждение (а) перестает быть верным, когда J*{x) = -<» для

некоторого х € $, даже если множество 5 конечно. Как показывает

контрпример, принадлежащий Орнштейну [63], утверждения (б) и (в) также

могут быть неверны, если множество S несчетно.
Как показывает контрпример Блекуэлла [16], утверждение (в) может

не выполняться, если функция J* не ограничена снизу. Заметим также,
что результаты предложения 5.13 могут быть значительно усилены в

частном случае задачи детерминированного оптимального управления (см.
п. 2.3.1). Эти результаты приведены у Бертсекаса и Шрива [14].

Стохастическое оптимальное управление —

мультипликативный функционал издержек

Предложение 5.14. Рассмотрим отображение

H(x,u,J) = E{g(x,u, w)J[f(x,u, w)] \x,u}
из п. 2.3.4 и положим J0 (x) = 1 для х £ S.

(а) Если существует число 6 € R такое, что

)<g{x,u,w)<b VxGS, ueU(x), wew,

то предположения I, 1.1 и 1.2 выполнены при значении скаляра из I.2,
равном Ь;

(б) если

0<g(x,u,w)< 1 Vx€S, ueU(x), wGW,

то предположения D, D.1 и D.2 выполнены при значении скаляра в D.2,

равном единице.

Доказательство. Это легко следует из предположений и

теоремы о монотонном предельном переходе под знаком обыкновенного

интеграла.D

Минимаксное управление

Предложение 5.15. Рассмотрим отображение

Н(х, и, J) = sup {gix, и, w) + a J[f(x, u,w)]}

из п. 2.3.5 и положим J0 (x) = 0 для всех х € S.
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(а) Если

0<g[x,u,w) Vx€S, uSU(x), wGW,

то предположения I, 1.1 и 1.2 выполнены при значении скаляра в \.2,

равном а;
(б) если

g(x,u,w)<0 VxGS, uGU(x), wGW,

то предположения D и D.2 выполнены при значении скаляра в D.2,

равном а.

Доказательство. Доказательство вполне аналогично

доказательству предложения 5.12. П

Глава 6

ОБОБЩЕННАЯ АБСТРАКТНАЯ МОДЕЛЬ

ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Как было отмечено в п. 2.3.2, анализ задач стохастического управления,
в которых пространство W изменения стохастического параметра

несчетно, связано с определенными трудностями. По этой причине в Модели
из п. 2.3.3 мы обратились к внешнему интегралу. Альтернативный вариант,

рассматриваемый в данной главе, заключается в таком изменении

исходной конструкции, чтобы стратегии я = {ц0, цг, . . . ) состояли из

функций iik, принадлежащих некоторому собственному подмножеству
множества М, например были измеримы в подходящем смысле. Этот подход
тесно связан с подходом, применяемым в части II. К сожалению, многие
из полученных выше результатов и, в частности, результаты главы 5 не

могут быть доказаны в рамках обобщенной схемы, которую мы

предложим. Однако в этой схеме получат удбвлетворительную трактовку
модели с конечным горизонтом и модели с бесконечным горизонтом
в предположении сжимаемости. Некоторые результаты главы 5,
полученные в предположении D, найдут себе аналоги в рамках обобщенной
схемы. Последующее обсуждение поможет читателю распознать эти

результаты.

Определенные аспекты схемы, рассматриваемой в этой главе, могут
показаться читателю несколько искусственными. Предлагаемый подход

мотивирован в первую очередь идеями, развитыми в части II, и при

желании читатель может вернуться к денной главе после ознакомления с

частью II.

Результаты следующих разделов этой главы применяются к задаче
стохастического оптимального управления с мультипликативным
функционалом издержек в разделе 11.3. Приведенные там рассуждения наглядно

иллюстрируют идеи, лежащие в основе конструкций данной главы.

6.1. Общие замечания и предположения

Рассмотрим множества S, С, U{x), М, П и F, введенные в разделе 2.1.

Кроме того, рассмотрим два подмножества ^*и Fмножества F,
действительных в расширенном смысле функций^на S, удовлетворяющие

включениям F*CFC F, а также подмножествоМ множества /И функций ju: S -*С,
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удовлетворяющих условию:/Н*)Е U(x) для всеххЕ 5. Подмножество
стратегий из П, соответствующих М, обозначается через П, т.е.

П - {(мо.Ль...) € П |МА: € Л, А-0. 1....}.

Вместо отображения А/ из раздела 2.1 рассмотрим отображение Я: SCF -*

-* R*, удовлетворяющее для любых состояний х G S, управлений и € U(x)

и функций J,J' E F предположению монотонности

Н\х, и, J) < Н(х, и, J'), если J < J\

Таким образом, отображение И в данной главе имеет ту же природу, что

и отображение из глав 2—5. Единственное отличие состоит в том, что

отображение И определено на множестве SCF, а не на SCF.

Следовательно, если подмножество F состоит из измеримых в нужном смысле

функций и отображение И соответствует задаче стохастического оптимального

управления, такой же, как в п. 2.3.3 (с измеримой функцией д), то

Н может быть определено в терминах обычного, а не внешнего

интеграла.
-

^

Для функции 1Л € М рассмотрим оператор Гм: F -> F, определяемый
формулой

Гм(У)(х)-А/[х,ш(х>,./1 VxGS.

Рассмотрим также оператор Т: F -+F, определяемый формулой

T(J)lx)= inf H(x,u,J) VxGS.
и e u(x)

Пусть задана функция J0: S -+ /?*, удовлетворяющая условиям J0 E F*,

Л М > —°° V х € S, и требуется решить задачу с горизонтом N:

минимизировать JN,„(х) = (ГМо • - - 7"Myvi )(./<> )(х)

при условии тг Е П

или ее аналог с бесконечным горизонтом:

минимизировать Jn{x) - lim (Тц • • •

TMyv , )U0)(x)
N -+ «> (2)

при условии я € П.

Будем использовать обозначения

•С
= infa JN.*> J* = inf- ^

и терминологию главы 2, относящуюся к оптимальным, е-оптимальным

и стационарным стратегиям, а также к последовательностям стратегий,
обладающим {е„}-мажорируемой сходимостью к оптимальности.

В каждом результате этой главы будет делаться одно из следующих

предположений о множествах F*, F и М.
А.1. Для любых состояний х € S и управления и £ U(x) существует

функция ц е М такая, что ц{х) = i/. (Это, в частности, означает, что для

любых J G F и х € S справедливо равенство

Н/)(х) = inf Hb,u,J) - inf
_ tf[x,/i(x),./].

uGV(x) ц&М

A.2. Для всех функций J €^*илюбога,числа г G /? имеем
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А.З. Для всех функций J G F, ц е М и любого числа г G R имеем

T^J) GF, (</+r) GF.
A.4. Для любой функции J G F* и любого числа е > 0 существует

функция ц€ € М такая, что для всех состояний х Е S

П/)(х) + е, Н/)(х) > -~,

-1/е, Н/)(х) = -ее.

Кроме того, в разделе 6.3 будет использоваться следующее предположение.

А.5. Для любой последовательности {J^} С F, которая сходится

поточечно, имеем Mm* «*oo J*K €= F. Если к тому же {»/*} CF*t то и lim* _►«, */* ^
€ F*. Заметим, что в частном случае, когда F* = F = F п М = М, мы

приходим к схеме из глав 2—5, и все перечисленные выше предположения

выполнены. Таким образом, в этой главе рассматривается некоторое
обобщение схемы из глав 2—5.

^ ^

Приведем теперь некоторые примеры множеств F\ F и М, которые
полезны в связи с отображением

А/(х, и, J) = /* {д(х, uf w) + aJ[f(x, uf w)]} рШ \х,и),

рассматриваемым к задаче стохастического оптимального управления

из раздела 2.3.3. Положим J0(x) = 0 для всех xES. Используемая
терминология объясняется в главе 7.

Пример 1. Пусть множества S, С и W — борелевские пространства,
F — борелевская а-алгебра в W, f — измеримая по Борелю функция,

отображающая множество SCW в S, д — полуаналитическая снизу

функция, отображающая SCWs R*,p{dw\x, и) — измеримое по Борелю
стохастическое ядро на Wпри условии SC, а- положительное число. Пусть
множество

г = {(x,u)esc\x e s, и е им)
является аналитическим. Примем за F* множество полуаналитических

снизу функций на S со значениями из [-°°, °°], за F — множество

универсально измеримых функций на S со значениями из [—°°, °°], а за /Й —

множество универсально измеримых отображений из S в С с графиком,
принадлежащим Г (т.е. ц € М, если ц универсально измерима и (х, ц{х)) €Е
€ Г для всех х € S). Этот пример обсуждается в главах 8 и 9.

Пример 2. Этот пример аналогичен примеру 1, за исключением

того, что М является множеством всех аналитически измеримых

отображений из S в С с графиками в Г. Этот пример рассматривается в

разделе 11.2.

Пример 3. Этот пример также аналогичен примеру 1, за

исключением того, что p(dw\ х, и) иг* — непрерывные функции, д —

действительная полунепрерывная сверху и ограниченная сверху функция, Г —

открытое множество из SC, F — множество ограниченных сверху измеримых

по Борелю функций на S со значениями из [-°°, °°], F* — множество

ограниченных сверху полунепрерывных снизу функций на S со

значениями из [-°°, °°], а М — множество измеримых по Борелю отображений
из S, в С с графиками в Г. Это — полунепрерывная сверху модель из

определения 8.8.

Пример 4. Этот пример аналогичен примеру 3, за исключением

того, что С является, кроме всего прочего, компактным множеством,

9 -действительная полунепрерывная снизу и ограниченная снизу функция,
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Г - замкнутое подмножество в SC, F - множество ограниченных снизу

измеримых по Борелю функций на S со значениями из [-«>, «>], F*-
множество ограниченных снизу и полунепрерывных снизу функций на

S со значениями из [—°°, °°). Этот пример является частным случаем

полунепрерывной снизу модели из определения 8.7.

Все эти примеры удовлетворяют сформулированным выше

предположениям А.1 — А.4 (см. также разделы 7.5 и 7.7). Первые два примера

удовлетворяют также и предположению А.5.

6.2. Анализ моделей с конечным горизонтом

Достаточно полный анализ задачи с конечным горизонтом (1)
получается за счет простых видоизменений предположений и доказательств из

главы 3. Вначале модифицируем соответствующим образом некоторые
предположенияиз раздела3.1.

Предположение F.2. Это предположение совпадает с

предположением ^F. 2. раздела 3.1, за исключением того, что множество F заменяется

HaF.

Предположение F.3. Это предположение совпадает с предположением

F. 3 раздела 3.1, за исключением того, что теперь мы требуем J E F*,

{Jn} G F и {цп} еМ вместо-/ G F, {Jn) CF и {цп} еМ.
Легко увидеть, что в примерах 1—4 предыдущего раздела

предположение F. 2 выполняется. Можно также показать (см. доказательство
предложения 8.4), что предположение F. 3 выполняется в примере 1, где
используются универсально измеримые стратегии.

Повторяя почти дословно доказательства предложений 3.1 (б) и 3.2,
получим следующий результат.

Предложение 6.1. ^
«

(а) Пусть выполнены предположения А.1—А.4 и F.2, и пусть Jk (x) > —°°
-

для всех х € S и к - 1, 2, . . .
,
N. Тогда J& =-7"^1/о), и дл* любого числа

е > О^существует е-оптимальная при горизонте N стратегия, т.е. такая

стратегия 7ге € П, что

(б) Пусть выполнены предположения А.1 -А.4 и F.3, и пусть Jktir (x) <
< <*> для всех х € S, тг € П и к * 1, 2,. . .

,
N. Тогда J& - TN{J0). Более

того, для любой заданной последовательности {еп} такой, что еп 4 0, еп > О
для всех п, существует последовательность стратегий, {еп}-мажорируемо
сходящаяся к оптимальности. В частности, если к тому же Jfrix') > —°° для
всех х £ S,to для любого числа е > 0 существует е-оптимальная стратегия.

Аналогична, модифицируя доказательство предложения 3.3 и следствия

3.3.1 (б), получаем следующий результат.
Предложение 6.2. Пусть выполнены предположения А.1 — А.4.

(а) Стратегия if* = (/iS* JiT, . . . ) £ П равномерно оптимальна при

горизонте N тогда и только тогда, когда (Tu*TN~~k~l)U0) ■ TN~k{J0),
* = 0,1,...,/V-1.

*

(б) Если существует равномерно оптимальная при горизонте N

стратегия, то J„ = TNUo).
Результаты, аналогичные следствию 3.3.1 (а) и предложению 3.4, могут

быть получены в том случае, если множество М богатое, так что

выполняется следующее предположение. \



Предположение о точном выборе. Для любой функции J € F\ если

инфимум в равенстве

TU) - inf H(x,u,J)
и е и(х)

достигается при любом х £ S, то существует функция ц* €Е М такая, что

т^у) -п/).
В примерах 1 — 4 из предыдущего раздела предположение о точном

выборе выполняется (см. предложения 7.50 и 7.33). Следующее
предложение доказывается так же, как следствие 3,3.1 (а) и предложение 3.4.

Предложение 6.3. Пусть выполнены предположения А.1 - А.4 и пред-
положение о точном выборе.

(а) Равномерно оптимальная при горизонте N стратегия существует

тогда и только тогда, когда инфимум в соотношении

Г* + 11/о>(х) - inf H[x,u,TkVo))
и € U{x)

достигается при любых xGS и k = Q, 1,..., /V— 1.
(б) Пусть пространство управлений С является хаусдорфовым

пространством, и пусть множество

Uk{x,\)={ueU{x)\H[x,u,TkU0)] <\)
компактно при любых х € S, XG Ru k ■ 0,1,..., /V— 1. Тогда J^r = TN{J0)
и существует равномерно оптимальная при горизонте Nстратегия.

6.3. Анализ моделей с бесконечным горизонтом
в предположении сжимаемости

Рассмотрим следующий модифицированный вариант предположения С

из раздела 4.1.
__

Предположение С. Существует замкнутое подмножество В пространства
В такое, что\_

MJo^BnF*;
(б) для всех функций J SB П F^ функция ТУ) принадлежит В C\F*;

_.
(в) для всех функций J ЕВ П F и ц GM функция ТЦУ) принадлежит

В OF.
Кроме того, для любой стратегии я = (ц0, /*i ,...)€ П предел

Jim iT»J»r • • 7-МЛ,_1)(./0)(х)
N -* °*

существует и конечен при любом х Е S. Сверх того, существует
натуральное число m и числа р и а, удовлетворяющие неравенствам 0 < р < 1,
0 < а, такие, что

ЦГМ(7>-ГМ(/Ц| < a\\J-J'\\ViieM,J,J'eBnF.

ЧЦо Mm-1^ M, J,j'GBnF.
*>*

В предположениях А.1 — А.4 и С почти все результаты главы 3 имеют

аналоги в рамках нашей обобщенной схемы. Ключевым является тот

факт, что из замкнутости множеств F и F* относительно поточечного

предельного перехода (предположение А.5) следует, что В П Р, Е П Р,
В(ЛР*\лВ П F* — замкнутые подмножества в В. Справедливость этого ут-
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верждения следует из того, что сходимость последовательности в В (т.е.

равномерная сходимость) влечет за собой поточечную сходимость.

Поэтому точно так же, как и в главе 3, можно применить теорему о

неподвижной точке сжимающего оператора для того, чтобы установить, что

для любой функции ц G М функция JM является единственной

неподвижной точкой оператора 7"м в В П F, а функция J* — единственной

неподвижной точкой оператора Г в ВС) F*. Только модифицированный
алгоритм итерации стратегий и связанное с ним предложение 4.9 не имеют

аналогов в рассматриваемых рамках. Причина заключается в том, что

наши предположения не гарантируют осуществимость шага 3 в алгоритме

итерации стратегий.
Вместо того чтобы перечислять аналоги всех результатов главы 4,

сформулируем выборочно и без доказательства некоторые основные

результаты, которые могут быть получены в рамках расширенной схемы.
^

Предложение 6.4. Пусть выполнены предположения А.1 - А.4 и С.

(а) функция J* принадлежит В П F* и является единственной

неподвижной точкой оператора Т в В П F*. Далее, если функция У €Е В П F*

такова, что T(J') < J1, то J* <•/', тогда как, если У < 7"l/'h то f < J*.

(б) Для любой функции ц Е М функция Jp принадлежит В П F и

является единственной неподвижной точкой оператора Гм в В OF.

(в) Справедливы соотношения

|im \\TNU)-J*\\-Q VJeB HF*t
N ~* oo

lim II 7^1/»-./,.11-0 VJeBCiF, pGM.
N -* <*>

(г) Стационарная стратегия п* = (ji*, ц*, . . . ) G П оптимальна тогда

и только тогда, щгда Тц •(•/*) s T(J*), Эквивалентноеутверждение:
стратегия п* оптимальна тогда и только тогда, когда •/»• G В П F*u Тц*и„*)

-

-п/м.).
(д) Для любого числа е > 0 существует стационарная ^-оптимальная

стратегия, т.е. такая стратегия л€
= (jue, ц€, . . . ), что \\J* - Jfle II < е.

Предложение 6.5. Пусть выполнены предположения А.1 — А.5 и С.
Предположим далее, что выполняется предположение о точном выборе из

предыдущего раздела.
(а) Если для любого х G S существует стратегия, которая оптимальна

при данном х, то существует оптимальная стационарная стратегия.
(б) Пусть С является хаусдорфовым пространством. Если для

некоторой функции J Е В П F* и некоторого положительного числа к

множество

Ukix,\)= {uGU{x)\H[x,u,Tk(J)] <X}
компактно при всех xGS, \€Яик>к,то существует оптимальная
стационарная стратегия.
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ЧАСТЫ/
ТЕОРИЯ СТОХАСТИЧЕСКОГО ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Глава 7

БОРЕЛЕВСКИЕ ПРОСТРАНСТВА И ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МЕРЫ НА НИХ

В этой главе представлен математический аппарат, необходимый для
анализа моделей динамического программирования, рассматриваемых
в последующих главах. Основным при этом является понятие борелев-
ского пространства, которое изучается в разделе 7.3 с помощью
топологических конструкций, излагаемых в разделе 7.2. В разделе 7.4

показывается, что множество вероятностных мер на борелевском пространстве само

является борелевским пространством, и используются соотношения между

этими двумя пространствами. Предлагаемый в книге общий подход к

динамическому программированию опирается на свойства аналитических

множеств, рассматриваемых в разделе 7.6 и которые используются в

разделе 7.7 для определения и исследования свойств полуаналитических снизу
функций. Эти функции возникают в процессе реализации алгоритма
динамического программирования, когда для построения оптимальных
или почти оптимальных стратегий необходимо осуществить измеримый
выбор в точках их инфимума или вблизи них. Для облегчения понимания
аналогичные построения делаются сначала для более частного случая в

разделе 7.5.

Содержание этой главы рассчитано на читателя, знакомого с основными

понятиями топологии и теории меры, за исключением специальных

результатов, относящихся к сепарабельным метрическим пространствам
и вероятностным мерам на их борелевских а-алгебрах.

7.1. Обозначения

Для удобства приводим здесь большинство обозначений, используемых
в части II.

Операции над множествами

Пусть А и В являются подмножествами пространства X.

Дополнение множества А в пространстве X обозначается через Ас.

Теоретико-множественная разность А—В определяется как А П Вс.

Вместо Ас будем иногда писать Х-А.

Симметрическая разность А А В представляет собой множество {А-В) U

U(*-4).
Если X является топологическим пространством, то А будет обозначать

замыкание множества А.

Если задана последовательность множеств А%, А2,.. - такая, что Ах С

С42 С... и А = Un*j4w, то будем писать Ап Ы. Если Ах Э А2 Э ... и

А = П ~= j Ап, то будем писать Ап IA
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Если Х\, Х2, • • •
— последовательность пространств, то декартовы

произведения пространств Хх, Хг,... Хп и Х\, Хг,... обозначаются
соответственно через ХХХ2 • • • Хп и ХХХ2 • - Если данные пространства
имеют топологии, то получающееся в результате пространство будет иметь

топологию произведения. В этой топологии сходимость в произведении

пространств означает покомпонентную сходимость в каждом пространстве.

Если в данных пространствах имеются а-алгебры ?хх> ^х1,-» то

произведения а-алгебр обозначаются соответственно через ?хх ?х2 " • *хп
nF^Fy ...

Если X и V - произвольные пространства и множество Е CXY, то для

каждого элемента х € X х-сечение множества Е представляет собой

множество

Ех - {уеУ\(х,у)е Е). (1)
Если Р является системой подмножеств пространства X, то через а(Р)

обозначается наименьшая а-алгебра, содержащая Р. Через Р0 или Р$
обозначается множество всех подмножеств, которые могут быть получены

посредством объединения или соответственно пересечения счетного числа

множеств системы Р.

Если F является совокупностью замкнутых подмножеств

топологического пространства X, то Fa = F, а элементы системы Fa называются

F^-множествами пространства X.

Если G является совокупностью открытых подмножеств пространства
X, то элементы системы G$ называются G^-множествами пространства X.

Если [X, Р) - пространство с покрытием*), т.е. Р представляет собой

непустое семейство подмножеств пространства X, и S является таблицей

Суслина для семейства Р (см. определение 7.15), то множество N(S)
обозначает ядро таблицы S. Совокупность всех ядер таблиц Суслина для
семейства Р обозначается через S (Р).

Специальные множества

Символом R обозначается множество действительных чисел с обычной
топологией. Будем использовать символ Я*для обозначения
расширенного множества действительных чисел [-°°, +°°] с топологией, описанной
вслед за определением 7.7 из раздела 7.3. Аналогично Q обозначает
множество рациональных чисел, а О*- расширенное множество рациональных
чисел, т.е. множество Q U { ± °°}.

Если имеются множества X, У и отображение f: X -+ У, то графиком
отображения f называется множество

Grlf) = {(x, flx))\xex). (2)

Если множество А С X, а С —

некоторая совокупность подмножеств

множестваX, то полагаем f[A) = {f{x)\xEA} n

flC) ={f(C)\Cec). (3)

Если множество В С У9 а С —

совокупность подмножеств множества У,
то полагаем Г1 (В) = (х€ Х\ f (x) e В} и

Г1 1С) '{Г1 (C)ICecb (4)

*) В оригинале "paved space", буквально — "замощенное пространство". Мы сочли
более удобным перевести этот термин как "пространство с покрытием", однако
следует учитывать, что в данном случае понятие "покрытие" отличается от

общепринятого в том смысле, что Р но обязательноДокрывает все X (см. определение 7.14).
{Прим. перев.) t
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Если X является топологическим пространством, то F* — семейство

замкнутых подмножеств множества X, а Вх — борелевская a-алгебра в

пространстве X (см. определение 7.6).
Пространство вероятностных мер на пространстве (X, Вх)

обозначается через Р(Х); С(Х) — банахово пространство ограниченных

действительных непрерывных функций на X с нормой

|| Ml - sup \f{x)\
xG X

для любой метрики d на множестве X, которая согласована с его

топологией;
Ud(X) — пространство ограниченных действительных функций на

множестве X, являющихся равномерно непрерывными относительно метрики d.

Если X — борелевское пространство (определение 7.7), то Ах
обозначает его аналитическую о-алгебру (определение 7.19) faU^-
универсальную о-алгебру (определение 7.18).

Пусть N обозначает множество натуральных чисел с дискретной
топологией.

Бэровское нулевое пространство N представляет собой счетное

произведение множеств N.

Кубом Гильберта Н называется счетное произведение множеств [0, 1 ].
Будем обозначать символом 2 семейство всех конечных

последовательностей натуральных чисел. На множестве 2 не вводится никакой топологии.

Если s € Е и г = (£ i, £г,...) €Е N, то запись s < г будет обозначать, что

s = (?i t f21 - - -1Ы Аля некоторого к.

Отображения

Если X и Y — некоторые пространства, то proj* обозначает проекцию
из пространства XY на пространство X.

Если Е — подмножество пространства X, то индикатор множества Е

определяется соотношением

!1,
если х€£,

О, если **£.
<5>

Если задана функция г*: X -» [—°°, +°°], то положительная и

отрицательная части функции f определяются как

Г(х) = max{0, f(x)}, (6)
Г{х) =тах{0, -f(x)}. (7)

Если задана последовательность функций fn: X -+ Y, где Y —

топологическое пространство, и lim„-+oo f„{x) ■ г*(х) для всех х € X, то будем
писать fn -*f. Если к тому же Y = [-«>, +«>] и f\ (х) < г*2 (х) < • • • для

всех х € X, то будем писать fn tf, а если fi (х) > г*2 (х) > ■ • • для всех

х Е X, то будем писать г*„ I г*. Обычно, когда .аргументы функций,
принимающих значение из [-°°, +°°], опущены, все выражения должны

интерпретироваться поточечно. Например, isupnfn) (x) = supnr*n(x) для

всех х € X; f\ < f2 тогда и только тогда, когда fx (x) < f2 (x) для всех

х Е X, а г* + 6 представляет собой функцию (г* + е) (х) = г* (х) + е для всех
хЕХ.

95



Разное

Если (X, d) -

непустое метрическое пространство, xGX,a/- непустое
подмножество пространства X, то расстояние между точкой х и
множеством У определяется формулой

dix, У) = inf d(x, у). (8) |
у* у

Диаметр множества У равен I
diam(V) ■

sup d(x, у) (9) I
x.yGY k

Если (X, F) - измеримое пространство, и F содержит все одноточеч- I
ные множества, то будем обозначать через рх вероятностную меру на Г

пространстве \Х, F), которая приписывает единичную массу множеству
{х}, х€Х.

'

7.2. Метризуемые пространства

Определение 7.1. Пусть (X, Т) - топологическое пространство.
Метрика d в множестве согласована с топологией Т, если каждое множество

вида {у € X | d (х, у) < с), х € X, с > О принадлежит Т,а каждое непустое
множество из Т представляет собой объединение множеств такого вида. \
Пространство (X, Т) метризуемо, если такая метрика существует. ,

Единственное различие между метрическим и метризуемым
пространствами состоит в следующем: в метрическом пространстве уже выбрана !
метрика, в то время как в метризуемом пространстве метрика еще не |
фиксирована. Если существует хотя бы одна метрика, согласованная с ]
данной топологией, то можно найти много таких метрик. Например, если d j
есть метрика в множестве X, согласованная с топологией Т, то метрика р,

определенная формулой ,

р(х, у) = d{x, y)/[1 +сГ(х/ /)] Vx,y€ X

также согласована с топологией Т. В последующем, для краткости, при

обозначении метризуемых пространств будем писать X вместо (X, Т). j
Если {X, Т) — топологическое пространство и множество V С X, то \

будем понимать под У (если специально не оговорено иначе)

топологическое пространство с открытыми множествами G П У, где множество G j
пробегает Т. Такая топология называется индуцированной топологией.

Если (Z, S) — некоторое другое топологическое пространство и отобра- {
жение </>: Z -+Х однозначно и непрерывно, а у'1 непрерывно на множестве i

<4> (Z) с индуцированной топологией, то будем говорить, что я> является !
гомеоморфизмом, а множество Z гомеоморфно множеству </> (Z). Если |
существует гомеоморфизм из множества Z в множество X, то будем
говорить, что множество Z может быть гомеоморфно вложено в X. \

Если заданы метрика d в пространстве X, согласованная с его

топологией, и гомеоморфизм </>: Z -+ X, определенный выше, то можно

определить метрику dx в множестве Z посредством соотношения

dx(zx, z2) = d(<p{zx), (р(г2)). (10)

Можно установить, что метрика dx согласована с топологией S. Это

означает, что любое топологическое пространство, гомеоморфное метризуемо-

му прострвнству (или подмножеству метризуемого пространства), само j
метризуемо. \ ;



Нас будут интересовать метризуемые пространства и их борелевские
а-алгебры. Наличие метрики в таких пространствах позволяет просто
установить ряд результатов, доказательство которых для более общих
топологических пространств очень громоздко или даже невозможно. Приведем два
таких результата в качестве лемм, которые понадобятся в дальнейшем.

Лемма 7.1 (лемма Урысона). Пусть X — метризуемое пространство и

А и В — непересекающиеся непустые замкнутые подмножества

пространства X. Тогда существует непрерывная функция f: X -+ [О, 1J такая, что

f(a) = О для каждого а € A, f (b) ■ 1 для каждого b € В, и 0 < f (х) < 1

для каждого х $ A U В. Если метрика d согласована с топологией в

пространстве X и infe€ А,ъев<*{0, Ь) > 0, то можно выбрать функцию f

равномерно непрерывной относительно метрики с/.

Доказательство. Пусть d — метрика в пространстве X,
согласованная с его топологией. Определим функцию f формулой

fix) = d(x, A)/[d{x, A) + d(x, В)],

где расстояние от точки до непустого замкнутого множества определяется

формулой (8). Это расстояние равно нулю тогда и только тогда, когда

точка принадлежит множеству, и отображение (8) удовлетворяет условию

Липшица согласно соотношению (6) из приложения В. Функция f

обладает всеми требуемыми свойствами. Если infae А.ьев^Ь, b) > 0, то

сумма d(x, A) + d(x, В) также отграничена от нуля, откуда следует

равномерная непрерывность функции f. П
Лемма 7.2. Пусть X — метризуемое пространство. Каждое замкнутое

подмножество пространства X является G^-множеством, а каждое
открытое подмножество пространства Xявляется F0-множеством.
Доказательство. Докажем первое утверждение, второе

получается из первого переходом к дополнениям. Пусть множество F замкнуто.

Можно считать, не ограничивая общности, что F не пусто. Пусть d является

метрикой в пространстве X, согласованной с его топологией.
Непрерывность функции x-+d(x,F) означает, что множество

Gn ={xGX\d(x, F) < 1//?}

открыто. Но F = О *^-xGn. □
Определение 7.2. Пусть X — метризуемое топологическое пространство.

Пространство X является сепарабельным, если в нем найдется счетное

всюду плотное множество.
Легко проверить, что всякое подпространство сепарабельного метризуе-

мого пространства сепарабельно и метризуемо. Набор подмножеств
топологического пространства (X, Т) является базой топологии,, если любое

открытое множество может быть представлено как объединение множеств
из этого набора. Если база может быть получена как совокупность
конечных пересечений множеств из какого-то другого набора, то последний
называется подбазой. Если топология Т имеет счетную базу, то говорят,
что пространство (X, Т) удовлетворяет второй аксиоме счетности.

Топологическое пространство является пространством Линделефа, если каждое
семейство открытых множеств, покрывающее пространство, содержит
счетное подсемейство, которое также покрывает пространство. Хорошо
известно, что для метризуемых пространств свойство отделимости, вторая
аксиома счетности и свойство Линделефа эквивалентны. Следующий
результат является прямым следствием этого факта.

Предложение 7.1. Пусть (X, Т) — сепарабальное метризуемое
топологическое пространство и В является базой топологии Т. Тогда база В содержит
счетное подсемейство В0, которое также является базой топологии Т.
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Доказательство. Пусть С — счетная база топологии Т. Каждое
множество С € С имеет вид С

= Ц*е/(с)Яа# где /(С) — множество

индексов, и Ва € В для каждого индекса а € /(С). Так как множество С

является множеством Линделефа, то можно считать, что множество /(С)
счетно. Остается положить B0sUce с{В<* I <*е /(С)}. D

Гильбертов куб Н представляет собой произведение счетного числа

единичных интервалов (с топологией произведения). Единичный
интервал является сепарабельным и метризуемым пространством, и, как будет
показано позднее (предложение 7.4), эти же свойства выполняются для

гильбертова куба. Как показывает следующее утверждение, Н является

в известном смысле каноническим сепарабельным метризуемым
пространством.

Предложение 7.2 (теорема Урысона). Любое сепарабельное метризуемое
пространство гфмеоморфно подмножеству гильбертова куба Н.
Доказательство. Пусть {X,d) — сепарабельное метрическое

пространство со счетным всюду плотным множеством {**}• Определим
функции ;

<рл(х) = min {1, d(x, xk)}, A: =1,2,...,

и отображение <р: X -* Н, полагая <р (х) = (<pi (х), кр2 (х),...). Каждая

функций \рк непрерывна, поэтому отображение у тоже непрерывно.
(Сходимость в Н есть покомпонентная сходимость.) Если выполняется

равенство у (х) « \р (у), то, полагая хк -* х, получаем, что limy-* е. d (у, хк ) - О,
так что х =

у и отображение у является взаимно однозначным. Остается

показать, что отображение ^ непрерывно, т.е. что из<р(у„) -+ip{y)
следует у„ -* у. Но если ч>{уп) -+ <р (к), то можно выбрать число е > 0 и точку

хк такие, что d(y,xk) < е. Так как d{yn, xk) -*d(y,xk) при /?-»«>, то для

достаточно больших п выполняется неравенство d(yn, xk) < е. Тогда
d(y,yn)<2e.U

Если X — сепарабельное метризуемое пространство и отображение <р:
X -* Н является гомеоморфизмом, существование которого гарантируется
предложением 7.2, то, отождествляя х Е X с </> (х) € Н, можно
рассматривать X как подмножество Н. Действительно, можно считать X

топологическим подпространством пространства Н, так как образы открытых
множеств из X при отображении у являются как раз открытыми
подмножествами пространства у (X) С Н в индуцированной топологии. Заметим,
впрочем, что хотя пространство X само по себе одновременно и открыто

и замкнуто, множество <р (X) может не быть ни открытым, ни замкнутым

в пространстве Н. На самом деле у него может не быть никаких

характерных топологических свойств. Аналогично, множество со специальной
структурой в пространстве X, скажем множество типа G6, может не иметь

этой структуры, когда оно рассматривается как подмножество

пространства Н. Следующие определение и предложение проливают некоторый свет на

это обстоятельство.

Определение 7.3. Пусть X - топологическое пространство.

Пространство X называется топологически полным, если в X существует

метрика d, согласованная с его топологией, такая, что метрическое пространство

[X, d) полное, т.е. если последовательность {xk} CX является

последовательностью Коши в метрике d[d{xn, xm) -+ 0 при п, m -*°°J, то

последовательность {хк} сходится к некоторому элементу из пространства X.

Предложение 7.3 (теорема Александрова). Пусть X - топологически

полное пространство, Z - метризуемое пространство и задан гомеомор-

физм <0: X -» Z. Тогда множество <р Of) является вь-множеством в про-



странстве Z. И наоборот, если У является G^-множеством в пространстве

Z и Z топологически полное пространство, то множество У тоже

топологически полное.

Доказательство. При доказательстве первой части

предложения будем считать пространство X подмножеством пространства Z.

Необходимо рассмотреть две метрики: метрику d в пространстве X,
согласованную с его топологией, и метрику d\ в пространстве X, которая делает

его полным. Определим множество

U„ = {z G Z\ d{z, Х)< Мп и 3 открытая окрестность V {г) точки г

такая, что supXrj,€ v<z)n xdx (x, у) < Мп).

При каждом /?s 1,2,..., если г € 1/я, то для ее только что

определенной окрестности V (?) имеем

Viz) П {yez\d[y, XX Mn)CUn,
так что множество Un открытое. Мы хотим показать, что X s П ^1 х Un.
Для любого г € X положим Wiz )={ у € X \dt [у, г) < 1 /Зп). Тогда
множество Wiz) открыто в индуцированной топологии в пространствеX и потому
имеет вид JV(z) = V(z) ПХ, где Viz) - открытая окрестность точки г в

пространстве Z. Кроме того, имеет место неравенство

sup dx {х, у) < Мп,

поэтому z € Un. Следовательно, X С rVl
х Un. Предположим теперь, что

г € П^°= , Lf,. Тогда d(Z,X) =0, и так как X замкнуто, то г G X.

Найдется последовательность {хк} СХ такая, что **-**-
Пусть Vn{z) — открытая окрестность точки г в Z, для которой

sup rfi(*,K)<1//?. (11)
х,уе vn(z)n x

Для каждого п найдется индекс кп такой, что хк € У„(г) для к > кп. Из

неравенства (11) видно, что dt&itXj) < Мп для /, / > кп, так что {хк)
является последовательностью Коши в полном пространстве (X, dx) и,

следовательно, имеет предел в пространстве X. Но, по предположению,

продел равен z, поэтому X
« П^°= j 1/л.

Чтобы доказать обратное утверждение, предположим, что (Z, d) —

полное метрическое пространство и У = П^= t (Ул, где каждое множество

£/„ открыто в пространстве Z. Определим метрику dx в множестве У

формулой
оо

dl(y,z)=d(y,z)+ I min^^Jfl/flr^Z-^n-tl/e/^Z-^)] |} .

п » 1

Если (ук) - последовательность Коши в пространстве (У, dt), то она

является последовательностью Коши и в пространстве (Z, of), и таким

образом имеет предел у € Z. Для каждого л имеем

IIIA/ty.Z-tfJ] - [1/</(К/^-(/яН НО
при /,/ -*°°, поэтому величина [Md{yk,Z — £/„)! остается ограниченной
при к -* «о. Это означает, что к € 1/л для каждого л, следовательно, к € КП

Как отмечалось ранее без доказательства, куб Гильберта наследует
свойства метризуемости и сепарабельности от единичного интервала. Он
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также наследует топологическую полноту. Это является частным случаем
приводимого ниже общего утверждения о том, что полнота и

сепарабельность метризуемых пространств сохраняются, когда берется счетное

произведение пространств.

Предложение ТА. Пусть Хх, Х2, . . .
,

- последовательность

метризуемых пространств и Ynm ХХХ2 ■ ■ • Хп, У ■ ХХХ2 • • • Тогда пространства

У и каждое Уп метршуемы. Если каждое пространство Xk является се-

парабельным или топологически полным пространством, то таковы же

и пространства У и каждое Уп.
Доказательство. Если dk

— метрика в пространстве Хк,
согласованная с его топологией, то расстояние

</(/,?) = £ min [\№*.dktok.1ik)) ,

где у
■ (i?t, т?2, . . • ). У * (»h# 42» • • •) > является метрикой,

согласованной с топологией произведения. Если каждое пространство IXk,dk)
полное, то, очевидно, и {У, d) — полное пространство. Если Gk является

счетной базой топологии в Х*#то семейство множеств вида GXG2 авл

Gffin+ i^n+2
" "

' где множества Gk пробегают Gk и п пробегает
множество натуральных чисел, является счетной базой для топологии

произведения в пространстве У. Доказательство для произведения пространств

Уп аналогично.П
Из предложений 7.2—7.4 видно, что каждое сепарабельное,

топологически полное пространство гомеоморфно 66-множеству куба
Гильберта, и обратно, каждое G6 -множество куба Гильберта сепарабельно и

топологически полно. Еще одно следствие этих предложений:
Следствие 7.4.1. Каждое сепарабельное, топологически полное

пространство может быть гомеоморфно вложено в компактное метрическое

пространство какплотное в*-множество.

Доказательство, пусть X — сепарабельное и топологически

полное пространство, и пусть <р
— гомеоморфизм из X в Н. Так как

пространство Н метризуемо, <р(Х) является 6б-множеством в пространством
(предложение 7.3), а значит, плотным в6-множеством в множестве \р(Х).
Теорема Тихонова утверждает, что пространство Н компактно, поэтому

множество \р{Х) тоже компактно. П

Если X и Z — топологические пространства, \р
— гомеоморфизм из

Z на X, a d — метрика в пространстве X, согласованная с его топологией,

такая, что (X, d) - полное пространство, то метрика dx в пространстве

Z определяемая соотношением (10), согласована с топологией Z, и

пространство (Z, dx) также полное. Таким образом, топологическая полнота

сохраняется при гомеоморфизмах.
То же самое, как хорошо известно, справедливо для сепарабельности.

Однако топологическая полнота несколько отличается от сепарабельности,
так как необходимо вводить соответствующую метрику. Вполне
возможно, что пространство, имеющее две метрики, согласованные с его

топологией, является полным метрическим пространством в одной и не

является им в другой метрике. Например, пусть пространство X =

/ 1 1 \
=i1,— , —,...} имеет дискретную топологию, первая метрика равна

I 2 3 )

*(*,и>= \°- еспи*:к' \
Ц, если хФу, .
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и вторая d2 (х, у) ■ | х - у\. Тогда пространство (X, с/,) является

полным, а пространство {X, d2) — нет. Более удивительным является тот

факт, что множество No иррациональных чисел между 0 и 1 —

топологически полное в обычной топологии. Чтобы убедиться в этом, представим

множество No в виде No - Пг € ^{[0,1]
— {г}), где Q - множество

рациональных чисел. Отсюда видно, что множество No является G6
-множеством отрезка [0, 1] и, таким образом, топологически полно по

предложению 7.3.

Другое доказательство может быть получено следующим образом.
Пусть N — множество положительных целых чисел с дискретной
топологией и N —

произведение счетного числа множеств N. Пространство N

называется нулевым пространством Бэра и является топологически

полным (предложение 7.4). Топологическая полнота пространства No
следует из того, что пространства NnNo гомеоморфны. Приведем довольно
длинное доказательство этого факта, поскольку оно имеется лишь в

малодоступных источниках. Этот гомеоморфизм будет использован только

для того, чтобы построить один контрпример (пример 1 в главе 8), так

что это доказательство может быть пропущено читателем без ущерба для

дальнейшего понимания.

Предложение 7.5. Топологические пространства N0 и N гомеоморфны.
Доказательство. Пусть £ — множество конечных последовательностей

положительных целых чисел. Если :б £ и N, будем обозначать компоненты * через

f£. Аналогично, ?* обозначают компоненты элемента г из множества £ и N. Длина
элемента ж е £ и ft. по определению, равна числу его компонент. Если г имеет длину,

большую или равную к, определим жк
- \$к, $к+{, . . . ) или гк

- {$к, . . . , ?т) в

зависимости от того, имеет ли элемент г бесконечную длину или длину m < «>.

Для элемента г б £ и N полагаем последовательно

*,<*)-г;',

*,<*>-(Г! + г;1 г1,

*,(*)««:,+(Г,+ri,>-,>-\

Если элемент г имеет длину к < «>, то определим х1{ж), xa(z), . . . , хк(г)
указанным образом, и положимxfc+/ [ж) »хЛ(г),/

- 1,2,...
Утверждение 1. Последовательность (xk(z)y сходится к некоторому элементу

из множества {Q.tfnpu каждом ж € £ и N.
Если элемент ж имеет конечную длину, это тривиально. Если элемент ж имеет

бесконечную длину, то выполняется цепочке неравенств

0<х2я(г)<х2л + 2(г)<х2л+1(г)<х2/1-1(г)< 1, л-1,2,..., (12)

поэтому для каждого п справедливо соотношение

x2/fir)<lim infx^U) < limsupxfc(z) <x2w_t(z). (13)

Затем имеем

0<x2n-l^)-x2n(z)"^i +*2п-2<*2)]~1 - U•1+*2,I_lkaH',-

m[*i +x2W-2^a)l'!tri +х2п_){ж7))-1[х2п_х{ж2)-х2п_2{х2)) <

<№, +(Га+1)-|)-Чх2л_1(га)-х2я_2М] <

< [Г, + (Га + 1)м J '*
№, + <Г,+ I)"11 -*

[*2/1-3<*э> - *2/!-2<*эП . . .

...<[ri+(r2 + ir4-Mra+(r,+1)-4-2...[r2w_2 + fr2«-l+1>",J"2-
Так как

[hk- I
+ «2* + 1)_,3 "2

tr2jt + <*2*+1 + D'1 J *а < 4/9, к - 1 /1-1,
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то получаем неравенство

*<*2n-\M-*2nb) <(4/9)л"1,

откуда следует утверждение 1.

Определим функцию ^ : Г и N-MO, 1), полагая

^(г)« Hm xfcU).

Заметим, что если элемент гетто имеет место неравенство 0 < <^U) < 1. Кроме

того, если элементг имеет длину не меньше/:, то выполняется равенство

*U>-*Ht,.ri....Uft-1,"* <**>>]• <14)

Утверждение 2. Если г G Nu<p(z) »*piz),Tpz -г.

Предположим, что *(г) * *U), но гФг. Согласно формуле (14), без
ограничения общности, можно считать, что $:, Ф ti или что г имеет длину, равную единице,

и frj ■ fr,. В последнем случае из (12) следует, что

*(z)-1/f, «1/Г1«х1 (г) >*,(*)>*(*),
и это приводит,' к противоречию. В первом случае, если г имеет длину, равную

единице, то из (14) получаем

I/ft - *(*) - *(*) - 1/ (Г, + *<*,) L

откуда следует ?, - $rt + *(z2), а это невозможно, так как 0 <<р4га) < 1. Если г

имеет длину больше единицы, то

1/1Г, +*£>! -*i»)-*W-1/tt« + *<*,>!

и ?j + ^1*а) ■ ti +^U2). Это также невозможно, так как 0 < *(*а) < 1 и

0<*(*а) < 1.

Утверждение 3. Каждое рациональное число из множества (0, 1 ] предстаеимо
в виде *(*),где$€£.

Пусть г Jq — рациональное число из множества (0, 1], приведенное к

несократимому виду, г j и q — положительные целые числа. Тогда

rJq-Wr^1 «to, +(га/г1)Г|,
где qx и г а

— положительные целые числа иг, < г ,. Аналогично,

где ^а м r
i
— положительные целые числа иг, < г а. Продолжая таким образом, в

конце концов получим, что гя»1и
rt/9-*(<4V9i «W-i'V-lH-

Утверждения 2 и 3 показывают, что если г € N, то <p(z)—иррациональное число.
Другими словами, функция у отображает пространство N в пространство N0. С другой
стороны, если задан элемент у € N0, то можно выбрать положительные целые числа ?,,
£а,... «такие,что

(Г, +1Г1 < У <ГГ",
(Г, +Г,"1)-1 < у <(Г,+(Г, +D"1)-1,

»!+»,+»,+D-M-M-4 У< «:,+(*,+Г,"1 Г')"1,
и т.д., так что, полагая *■(£,, fr2,.. Л, будем иметь неравенства

х2*(*) < к < *2*-1<*>* * - 1,2,...

Отсюда следует, что <p(z) ■ к, поэтому ^ отображает N на N0 и, согласно утверждению
2, является взаимно однозначным отображением. Покажем, что ограничение

отображения у на множестве N открыто и непрерывно. Пусть множество V С N открыто

Можно, без ограничения общности, предположить, что

V-{*€NHri W-«?i ?->} •

Тогда множество ^(У) равно

*(V)-{(?, + <£ +... + (Гя + ^))-! ..х)-« |*€=N},

и так как {<р{г) |z€N}-N0, to множество tpiV)открыто. Так как сходимость в N
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является покомпонентной и хп{г) зависит только от первых п компонент элемента

г € N, то из (13) вытекает непрерывность *р на множестве N. о

Теперь изучим свойства метризуемых пространств, относящиеся к

понятию вполне ограниченности.

Определение 7.4. Метрическое пространство {X, d) называется вполне

ограниченным, если для любого е>0 существует конечное множество

F€ из пространства X, для которого выполняется соотношение

Х= U (yGX\d{x,y)<<:)>
xfZF€

Вполне ограниченное метрическое пространство обязательно сепарабель-

но, так как U" = \ FXjn является в нем счетным всюду плотным

подмножеством. Однако вполне ограниченность зависит от метрики, и

пространство, которое вполне ограничено (и сепарабельно) в одной метрике, может

не быть вполне ограниченным в другой.
Подобно сепарабельности, вполне ограниченность сохраняется при

переходе к подпространствам, т.е. если пространство (X, d) вполне

ограничено и У С X, пространство (У, d) тоже вполне ограничено. Чтобы убедиться
в этом, возьмем е>0, и пусть Fe/2 будет конечным подмножеством

пространства X таким, что

Х= U {yeX\dix,y)<€/2}.
x6Fe/2

Выберем точку в каждом из множеств

УП {yeX\d(x/y)<e/2}. x€Fe/2,
в которых это возможно, и назовем набор таких точек множеством Ge.
Тогда
У= U {z<=Y\d(y,z)<€}.

уес€

Воспользуемся этим фактом, чтобы доказать следующий классический

результат, относящийся к понятиям полноты, компактности и вполне

ограниченности.

Предложение 7.6. Метрическое пространство компактно тогда и только

тогда, когда оно полно и вполне ограничено.

Доказательство. Если (X, d) - компактное метрическое

пространство, то каждая последовательность Коши имеет в нем предельную

точку. Такая последовательность сходится к этой точке, откуда следует
полнота. Кроме того, для любого е > 0 семейство множеств

{yex\d(x,y)<€}, хех

содержит конечное покрытие множества X. Следовательно, пространство
(X, d) вполне ограничено.

Если пространство (X, d) вполне ограниченное и S = {s/} — произвольная
последовательность в (X, ф, то в некотором множестве Вг {У €X \ d (xi, y)<
< 1} должна лежать бесконечная подпоследовательность St С S. Так как

&i вполне ограничено, то бесконечная подпоследовательность S2 С S,
должна лежать в некотором множестве В2 -{ySBi | d(x2, у) < %}.
Продолжая таким же образом, получим для каждого п бесконечную
последовательность Sn+1CS„, лежащую в Вп + Х- {yGBn \ d(xn+x, у) <
< 1/(л + 1)} . Пусть числа /\ </2 < • • • таковы, что SjnGSn. Тогда
последовательность {sjn} является последовательностью Коши и поэтому

сходится. Следовательно, последовательность 5 имеет предельную точку, что

означает компактность пространства (X, d). О
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Следствие 7.6.1. Куб Гильберта вполне ограничен в любой метрике,

согласованной с его топологией, и любое сепарабельное метризуемое

пространство имеет вполне ограниченную метризацию.
Доказательство. Согласно теореме Тихонова куб Гильберта

компактен. Теорема Урысона (предложение 7.2) позволяет гомеоморфно
вложить любое сепарабельное метризуемое пространство в куб Гильберта.D

Как упоминалось ранее, из вполне ограниченности следует
сепарабельность. Объединяя этот факт с предложением 7.6, получаем следующий
результат.

Следствие 7.6.2. Компактное метрическое пространство полно и сепара-

бельмо.

Если X — метризуемое пространство, то множество всех ограниченных

непрерывных и действительных функций на X обозначается С(Х). Как
хорошо известно, множество С{Х) есть банахово пространство с нормой

II f И = sup | fix) |,

и мы всегда будем считать, что в пространстве С{Х) выбраны метрика и

топология, соответствующие этой норме. Если d - метрика в пространстве

X, согласованная с его топологией, то мы обозначаем через Ud(X)
семейство функций из пространства С(Х), равномерно непрерывных относительно

метрики d. Всегда будем считать, что пространство Ud(X) имеет топологию,

индуцированную пространством С(Х). Завершим этот раздел обсуждением
свойств пространств С(Х) и Ud(X), вытекающих из свойств

пространства X.

Предложение 7.7. Если X — компактное метризуемое пространство, то

пространство С (X) сепарабельно.
Доказательство. Пространство X сепарабельно (следствие 7.6.2).

Пусть {хк} — счетное всюду плотное множество в пространстве X, и пусть

^ь ^2, • • •
— занумерованное семейство множеств вида {у € X | d(xk, у) <

< 1/л} , где к и п пробегают значения натурального ряда. Пусть для любой

непересекающейся пары множеств F( и /у, fy есть непрерывная функция,
принимающая значения из отрезка 10, 1], такая, что fy = 0 для х € Ft и

fjj = 1 для х Е Fj. Если множества Ft и Fj пересекаются, то считаем

функцию fn тождественно равной единице. Пусть множество С состоит из

функций ftj, где / и у пробегают значения натурального ряда. Семейство

функций С, очевидно, разделяет точки в пространстве X, т.е. для любых

двух точек хфу существует функция fGQдля которой Цх) Ф f{y). Пусть
Р — множество всех многочленов конечной степени над семейством С, так

что типичный элемент из Р имеет вид

«. W.</« in)
n Ы

wat/j /„;/, ,Jn)eR. fit,- • >finec' а сумма конечна. Тогда Р

является векторным пространством, причем сумма и произведение любых

двух элементов из Р тоже принадлежат Р. Семейство Р с так

определенными операциями представляет собой алгебру, и, согласно теореме Стоуна—
Вейерштрасса, Р всюду плотно в пространстве С (X). Пусть Р0 есть

семейство многочленов конечной степени над семейством С с рациональными

коэффициентами. Простые соображения, основанные на аппроксимации,

показывают, что Р0 всюду плотно в Р и, таким образом, также всюду
плотно и в пространстве С {X). Так как Р0ч<:четно, то С (X) является сепарабеЛь-
ным пространством. D ^
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Определение 7.5. Пусть(X, dx) и (У, d2) — метрические пространства.
Отображение <р: Х-* /является изометрией, если имеет место тождество

dx (х 1, х2) = d2 {<р(хх), </?(х2)) Vxi,x2eX.

В этом случае мы говорим, что пространства (X, dx) и (X, d2) изометричны.
Если пространства (X,dx) и (V,d*) удовлетворяют определению 7.5, то

можно рассматривать первое как подпространство второго и причем
расстояния между точками в пространстве X не меняются от этого вложения.

Таким образом, изометрия является гомеоморфизмом, сохраняющим
метрику.

Предложение 7.8. Пусть {X,d) — метрическое пространство. Тогда

существуют полное метрическое пространство (Xd, dx), называемое

пополнением пространства {X, d), и изометрия <р: X -► Xd такие, что множество

$(Х) всюду плотно в Xd.
Доказательство. Построение пополнения метрического

пространства стандартно, поэтому дадим лишь его набросок. Для данного

метрического пространства {X, d) определим отношение эквивалентности
^

на

множестве последовательностей Коши в {X, d) посредством соотношения

{**} ^ (*n) <s=> Km *Uii,*ii) -0.

Пусть Xd есть множество классов эквивалентности последовательностей
Коши в пространстве (X, d) при этом отношении, и пусть метрика d\
определена на XdXd соотношением

dx(x,y)= Mm d(xn,yn), (15)
П-+ oo

где последовательности {хп} и {/„} выбраны таким образом, что они

представляют классы эквивалентности х и у. Легко проверить, что предел в

выражении (15) существует для каждой пары последовательностей Коши
{хп) и (Уп) г и он не зависит от конкретных последовательностей,

выбранных для представления классов эквивалентности х и у. Более того, можно

показать, что пространство (Xd„ dx) является полным метрическим
пространством, и отображение </>, которое переводит хЕХв класс

эквивалентности из Xd>, содержащий последовательность Коши (х, х,. . .), является

изометрией. Образ пространства X при отображении \р является всюду
плотным в ХфП

Можно считать, что пространство Хй состоит из пространства X вместе

с пределами всех последовательностей Коши в X. Нас на самом деле

интересует случай, когда пространство (X, d) вполне ограничено. В этом случае

справедлив следующий результат.
Следствие 7.8.1. Пусть (X,d)— вполне ограниченное метрическое

пространство. Существуют компактное метрическое пространство iXd, dx)
и изометрия {p:X-+Xd такие, что множество \р(Х) всюду плотно в Xd.
Доказательство. Ввиду предложений 7.6 и 7.8 достаточно

доказать, что пополнение (Xd, dx) пространства {X, d) вполне ограничено.

Выберем число е > 0. Считая пространство (X, d) подпространством
пространства (Xd/ dx), выберем конечное множество F€ в X, для которого

Х« U {ySX\dix,y)<€/2} .

х€ Fe

Так как X всюду плотно в Xdf то имеем

Xtf = U {yeXd\dxix,y)<e}.a
xGFe
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0,

1+2x,
1 -2x,

если | x | > %,
если -%<х<0.
если 0<x<%,

Если X — сепарабельное метризуемое пространство, то вовсе не

обязательно, чтобы пространство С(Х) было сепарабельным пространством
(если только X не компактно; в этом случае имеет место предложение 7.7).
Например, рассмотрим функцию

Пх)

из Я в [0,1 ], и для любой бесконечной последовательности b ■ (0i, &,. ....)
нулей и единиц положим

fb(x)= 2 f(x-n).
{n\fin=l)

Мы построили1 несчетное семейство функций fb из С (Я) такое, что если

ЬХФЬ2, то ^fbx"^h2 Is 1- Следовательно, пространство С (Я) не может

быть сепарабельным.
Однако для любого сепарабельного метрического пространства X

существует метрика d в X, согласованная с его топологией, такая, что

пространство UalX) сепарабельно. Это вытекает из нашего следующего

предложения и того факта, что в сепарабельном случае существует метрика,
в которой пространство вполне ограничено (следствие 7.6.1). Сначала
докажем одну лемму.

Лемма 7.3. Пусть У - метризуемое пространство, d — метрика в У,
согласованная с его топологией, и X С Y. Если функция д G Ud(x), то д

непрерывно продолжается на пространство У, т.е. существует функция g € С(У)

такая, что gix) -д(х) для всех xGX,u продолжение g может быть выбрано
таким образом, чтобы II g И = II g I. Если множество Xвсюду плотно в

пространстве У, то такая функция g единственна ..

Доказательство. Так как функция g равномерно непрерывна на

множестве X, то для любого е>0существует такое 6(e) >0, что если

хь xj €Х и е/(х1/х2)<6(е), то \д{хх)-д{х2) |<е. Предположим, что

К € X. Тогда существует последовательность (хп) С X, для которой хп -» у.

Для любого е> 0существует число Л/(е) такое, что d(xn, xm) < 5(e)
для всех n,m> /V(e), поэтому последовательность {д{хп)} является

последовательностью Коши в пространстве Я. Определим§{у) = Ит„_юо g(xn).
Заметим, что при/?>/У(е) имеет место неравенство \д\хп)-д(у) | < е.

Предположим теперь, что хЕХ и с/(х, у)<5(б)/2. Выберем число

п>N{e)такое, чтобыd(xn,y)<S {e)2.Тогдаd{x,xn)<8{е) и

\дМ-д(у)\<\д(х)-д{хп)\ + \д{хпУ-д[у)\<2€. (16)

Это показывает, что для любой последовательности {хп} СХ nxj, -► у

имеем £ (у) = lim„ -+ w 0 (*л), поэтому определение функции д (у) не

зависит от выбора конкретной последовательности {х„}. Если к'€ X, то можно

взять хп~ у, п = 1,2,..., тогда д {у) =д {у), и поэтому д есть продолжение д.

Если (кт}_является последовательностью в множестве X, сходящейся к

точке /€Х, то существует последовательность (хтп) в X такая, что Kw=
= hm„ _► в© хтп.

Выберем числа пх < ъ < • • • так, чтобы limw - м х,ПИж
= / и </(хШ|| .

Кт)<5(1/т)/2.Тогда

д(у)= \'тд{хт„т). \ (17)
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и, согласно (16), выполняется неравенство

\9(XmnJ-9iVm)\< 2/т. (18)

Устремив в неравенстве (18) т -► «> и используя неравенство (17),
заключаем, что д(у) ■ limw_oo д(Ут), и, стало быть, функция д непрерывна
на X. Ясно, что

sup |flf(x)|= supj£(у)|.
xe x у ex

Если X -Y, то, очевидно, что функция д единственна, и доказательство

завершено. Если X не совпадает с Y, то надо использовать теорему Титце
о продолжении (см., например, Аш [7] или Даганджи [31J), и с ее

помощью распространить функцию д на все пространство Y так, чтобы

1*1 = suPi£(k)|. a

yGY

Предложение 7.9. Если {X, d) — вполне ограниченное метрическое

пространство, то пространство Ud (X) сепарабельно.
Доказательство. В следствии 7.8.1 утверждается, что

пространство (X, d) может быть изомегрично всюду плотно вложено в компактное

метрическое пространство (Xd, dx). Будем считать X подпространством

пространства Xd. Пусть задана произвольная функция g€Ud (X). По
лемме 7.3 она имеет единственное продолжение р£С(Х^) на Xd такое, что

\\д1= II£(. Отображение д-+д является линейным и сохраняет норму,
поэтому оно является изометрией из пространства Ud (X) в пространство

С(Х</). Последнее пространство сепарабельно, согласно предложению 7.7;

откуда следует сепарабельность пространства UdVO.D

7.3. Борелевские пространства

В случаях, когда пространства состояний и управлений - произвольные
множества или даже произвольные измеримые пространства, не удается

осуществить построения, нужные для излагаемой далее теории
динамического программирования. По этой причине мы вводим понятие борелевско-
го пространства, и в этом и в последующих разделах устанавливаем
свойства борелевских пространств, позволяющие провести затем нужные

построения.

Определение 7.6. Если X — топологическое пространство, то наименьшая

оалгебра подмножеств пространства X, которая содержит все открытые

подмножества из X, называется борелевской ^алгеброй и

обозначается В х- Элементы из Вх называются борелевскими подмножествами
пространства X

Если X — сепарабельное метризуемое пространство, a F есть оалгебра
в X, содержащая подбазу S топологии в этом пространстве, то F

содержит В*. Это вытекает из того факта, что любое открытое множество в

пространстве X может быть представлено как счетное объединение конечных

пересечений множеств из S (предложение 7.1). Таким образом, получаем,
что Вх = о (S) для любой подбазы S.
Мы будем часто называть наименьшую о-алгебру, содержащую

некоторый класс подмножеств, о-алгеброй, порожденной этим классом. Так,
Вх — это о-алгебра, порожденная классом открытых множеств

пространства X. Заметим, что BR является классом борелевских множеств действи-
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тельных чисел в обычном смысле, т.е. 0-алгеброй, порожденной
интервалами.

Если задан класс действительных функций на топологическом

пространстве X, то обычно говорят о слабейшей топологии, относительно которой
все функции из этого класса непрерывны. Точно так же можно говорить о

наименьшей а-алгебре, относительно которой все функции данного класса

измеримы. Если X — метризуемое пространство, то легко показать, что
его топология является слабейшей, относительно которой все функции
в пространстве С{Х) непрерывны. Следующее предложение дает
аналогичный результат для борелевской оалгебры Вх. При его доказательстве и

в дальнейшем будем использовать тот факт, что для любых двух* множеств

П, Я\ любого семейства С подмножеств из £2' и любого отображения
f: Г2 -► Г2' имеет место соотношение

а [Г1 (С) J -Г1 [а (С)] .

Предложение 7.10. Пусть X— метризуемое пространство. Тогда Вх
является наименьшей оалгеброй, относительно которой любая функция
из пространства С (X) измерима, т.е. Вх = o[UfGC(X) f~l (B#)] .

Доказательство. Обозначим F - о [Uye С^Х) f~l \br ) ], и пусть

TR — топология на прямой /?. Имеет место включение

F=o[U rl[o(TR)]) =

/ес(*)

= а[ U о[Г1 (TR)] J С at U Вх) = Вх.
/ес(Д0 /ес(Л

Чтобы доказать обратное включение Вх С F, необходимо только

установить, что F содержит любое непустое открытое множество. Согласно

лемме 7.2 достаточно показать, что F содержит любое непустое замкнутое
множество. Пусть А будет таким множеством. Без ограничения общности
можно предположить, что АФХ, и тогда существует точка xGX— A.

Пусть множество В г{х), и пусть f - функция, определенная в лемме 7.1.

Тогда 4-Г1 ({0}) GF.D
Мы воспользуемся теперь леммой 7.2, чтобы доказать еще одно полезное

свойство борелевской a-алгебры в метризуемом пространстве.

Предложение 7.11. Пусть X - метризуемое пространство. Тогда Вх
есть наименьший класс множеств, который замкнут относительно счетных

объединений и пересечений и содержит любое замкнутое (открытое)
множество.

Доказательство. Пусть D будет наименьшим классом множеств,

содержащих любое замкнутое множество, и замкнутых относительно

счетных объединений и пересечений, т.е. пусть D
- пересечение всех таких

классов. Тогда D € Вх, и достаточно доказать, что класс D замкнут

относительно взятия дополнения. Пусть D' будет классом дополнений множеств

из D. Тогда класс ГУ также замкнут относительно образования счетных

объединений и пересечений. Лемма 7.2 показывает, что D содержит любое

открытое множество, поэтому класс D'содержит любое замкнутое
множество, и, следовательно, DC D'. Для любого множества 0G Омы имеем,
что D G D', поэтому D° € D. D

Определение 7.7. Пусть X — топологическое пространство. Если

существуют полное сепарабельное метрическое пространство У и борелевское

подмножество £€ Ву такие, что X гомеоморфно В, то говорят, что X

является борелееским пространством. Пустое множество также будем
считать борелевским пространством. \
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Заметим, что каждое борелевское пространство метризуемо и сепара-

бельно. А также каждое полное сепарабельное метризуемое пространство
является борелевским пространством. Примерами борелевских

пространств могут служить пространства /?, /?" и R* со слабейшей топологией,

содержащей интервалы [-«>, а), (0, «>], (а, 0), а, 0 G /?. (В этой топологии

функция </?, определенная соотношением

( 1, если х = «>,

<?(*) - I sgn(x) (I -е""1*1), если х€Я,

I —1, если х- —°°,

является гомеоморфизмом из Я* на [-1, 1]). Любое счетное множествоX

с дискретной топологией (т.е. топологией, состоящей из всех подмножеств

множества X) тоже является борелевским пространством. Покажем, что

каждое борелевское подмножество борелевского пространства есть

борелевское пространство. Для этого потребуются следующие две леммы.

Доказательство первой элементарно и предоставляется читателю.

Лемма 7.4. Если У — топологическое пространство и множество ECY,
то о-алгебра ВЕ, порожденная индуцированной топологией, совпадает с

индуцированной о-алгеброй, т.е. с семейством (£П С\СЕ Ву}. В

частности, если ЕЕ Ву, тоВясостоит из борелевских подмножеств

пространства У, содержащихся в множестве Е.

Лемма 7.5. Если X и У - топологические пространства и \р
—

гомеоморфизм из Хв У.тоу (Вх) =

В^ (х).

Доказательство. Если TV — топология в пространстве X, то

у(Тх) является топологией в <p(Xj. Так как </> — взаимно однозначное

отображение, то </>
— отображение, обратное к некоторому отображению, и

<р{Вх) = *[*0*)1 - о[<р(Тх)] = В^(АТ □

Предложение 7.12. Если X - борелевское пространство и множество

В € Вх, то В — борелевское пространство.
Доказательство. Пусть \р — гомеоморфизм из X в некоторое

полное сепарабельное метрическое пространство У такой, что<р(Х) Е Ву.
Из леммы 7.5 и из того факта, что В £ Вх, получаем, что \р (В) € В

^.
Из леммы 7.4 следует, что <рШ € Ву. D

Подобно сепарабельности и полноте, свойство быть борелевским
пространством сохраняется при операции счетного декартова произведения.

Предложение 7.13. Пусть Хх, Х2, ...
- последовательность борелевских

пространств и Уп- ХгХ2 — Х„, У- XjX* - Тогда пространство У и

каждое пространство У„ с топологией произведения являются борелеескими
пространствами, а их борелевские о-алгебры совпадают с произведениями
оалгебр, т.е. BYn = BXi Bx% »• ВХп и Ву =

В^ В*, -
Доказательство. Как и в предложении 7.4, сосредоточим наше

внимание на более трудном случае бесконечного произведения. Рассмотрим
последнее утверждение. Каждое пространство X* имеет счетную базу G*
для своей топологии и семейство множеств вида 6% G2 •■• Gn Xn + х Хп + 2, —,

где G* пробегает Gkl a n пробегает значения из множества натуральных

чисел, является базой для топологии произведения в пространстве У.

А о-алгебра, порожденная этой топологией, есть Ву. Напомним, что

произведение оалгебр Вх Вх ••• является наименьшей о-алгеброй,
содержащей все конечномерные прямоугольники, т.е. все множества вида

ВгВ2 •£лХя+1Хя + 2 •«, где Вке ВХк, к= 1, ..., п. Очевидно, что любое

множество базы топологии произведения в пространстве У представляет
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собой конечномерный измеримый прямоугольник, и так как любое

открытое подмножество пространства У является счетным объединением
таких открытых множеств базы, то любое открытое множество из У

Вх Вх измеримо. Отсюда следует, что ВУС Вх Вх •••.(Заметим,
что эти рассуждения основываются на сепарабельности пространств Хх,
Х2,"' Без предположения сепарабельности результат несправедлив).
Обратное включение классов множеств следует из того факта, что для любых

к и Вк € Вх имеем ХгХ2- • 'Хк _ i ВкХк+ у
• •€ Ву.

Чтобы доказать, что У — борелевское пространство, заметим, что

пространство Хк может быть отображено гомеоморфизмом ук на

борелевское подмножество сепа^абельного топологически полного

пространства^. Произведение^/=X1X2-•• сепарабельно и топологически полно, а

отображение кр-.у -+ У, определенное соотношением

<Р(*1,*2,...)= (<Pl (*l),V>2 (^2>r .-.),

является гомеоморфизмом из пространства Уна множество \р% {Х1)у2{Х2)--.
Это последнее множество принадлежит В В • • •= В

, что доказывает

утверждение. П *i ** *

Определение 7.8. Пусть X и У — топологические пространства.

Отображение f: Х-> У является измеримым по Борелю, если f'1 {В) € Вх для всех

множеств £€ Ву.
Функции, измеримые по борелю, во многих отношениях связаны с

борелевскими о-алгебрами так же, как непрерывные функции связаны с

топологиями (системами открытых множеств). Например, уже
использовался тот факт, что если fk: X-+Yk — непрерывное отображение из

топологического пространства X в топологическое пространство Ук, *= 1, 2, ...,

то отображение F: Х-+УхУ2ш •

\определенное формулой F (х) = {fx (x),
fi (х),...), также непрерывно. Это следует из покомпонентного характера

сходимости в произведении пространств. Для функций, измеримых по

борелю, и борелевских пространств справедлив аналогичный результат.
Предложение 7.14. Пусть X — борелевское пространство, Y\, У2,.. -

—

последовательность борелевских пространств, afk:X-*Yk-
последовательность отображений. Если любое отображение fk измеримо по Борелю, к =

= 1,2,..., то отображение F: Х-> Y\Y2 ,-
-

•, определенное как F (х) -

= (f\ (х), f2 (х),...), и отображение Fn: X-* У\Уг - - -У,» определенное
как

Fw(x)= ifl(x)tf2{x) fnM),
измеримы по Борелю.

Доказательство. Рассмотрим снова только бесконечное

произведение. Борелевская о-алгебра в пространстве Yx Y2 ••• порождается
множествами вида ВХВ2 —, где Bk Е Ву , к * 1, 2, ... Прообраз такого множества

в пространстве У\ Уг
••• определяется соотношением

F'1 {ВгВ2 .») -/Г1 {Вг) П f? [В2) П «. (19)
Левая часть выражения (19) принадлежит Вх для любых Вк€ Вук,
к = 1, 2, ..., тогда и только тогда, когда множества /&1 (#*) «содержатся в

В^ для каждого BkG By , к = 1, 2, ..., откуда следует требуемое
утверждение. D

Следствие 7.14.1. Пусть Хц у — борелевские пространства, D—
борелевское подмножество пространства X и отображение f:D-*Y измеримо по

Борелю. Тогда график отображения Gr if) * {(х, f (x)) £ XY I x € D}
измерим по Борелю. \
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Доказательство. Отображения (х, у) -»г* (х) и (х, у) -+у из DY

в V измеримы по Борелю, поэтому отображение F (х, у) = (А (х), у) из О/

в //измеримо по Борелю, Далее,

Gr(fl = F"1 {{(у,у)\уе Y}).

Так как множество {{у, /)!/€/} замкнуто в У/, то множество Gr(f)
измеримо по Борелю. D

Понятие гомеоморфизма дает возможность классифицировать
топологические пространства, так как оно позволяет выделить те из них, которые
"топологически эквивалентны". Можно также классифицировать
измеримые пространства, выделяя те из них, которые неразличимы, если

рассматривать их как множества с оалгебрами. Применим это к борелевским

пространствам.
Определение 7.9. Пусть X и Y — борелевские пространства и \р\ Х-* Y —

измеримое по Борелю взаимно однозначное отображение такое, что кр~х
измеримо по Борелю на \р (X). Тогда \рт называется борелевским

изоморфизмом, и говорят, что пространства X и </> (X) борелевски изоморфны
(или просто изоморфны).

Если X и Y — борелевские пространства и </>: Х-* V - борелевский
изоморфизм, то возникает искушение считать X и \р (X) идентичными

измеримыми пространствами. Однако трудность здесь заключается в том, чтоХ—

борелевское пространство, а \р (X) может им не быть. Это несоответствие

устраняется следующей интуитивно правдоподобной теоремой,
доказательство которой (довольно длинное) можно найти в разделе 3 главы 1 книги

Партхасаратхи [65]. Нам, однако, этот результат не понадобится.

Предложение 7.15 (теорема Куратовского). Пусть X - борелевское
пространство, Y — сепарабельное метризуемое пространство и отображение
\р: Х-» Y однозначно и измеримо по Борелю, Тогда у (X) - борелевское
подмножество Y и отображение \р~х тоже измеримо по Борелю. В частности,
если Y - борелевское пространство, то X и \р (X) являются изоморфными
борелевскими пространствами.

Преимущество классификации пространств с помощью борелевских
изоморфизмов иллюстрируется следующим результатом. Этот результат
понадобится в дальнейшем изложении, однако доказательство его

довольно длинное и вынесено в раздел Б. 2 приложения Б.

Предложение 7.16. Борелевские пространства изоморфны тогда и только

тогда, когда они имеют одинаковую мощность.

В связи с предложением 7.16 возникает вопрос о возможных

мощностях борелевских пространств. Конечно, существуют борелевские
пространства, которые имеют счетное число элементов или заданное конечное число

элементов. В обоих этих случаях борелевская оалгебра состоит из всех

подмножеств данного пространства, и предложение 7.16 тривиально.
Каждое борелевское пространство имеет мощность, меньшую или

равную мощности континуума, потому что может быть гомеоморфно вложено

в гильбертов куб. Даже если допустить, что существует несчетная

мощность, строго меньшая с, то из доказательства предложения 7.16,
приведенного в приложении Б, следует, что любое несчетное борелевское
пространство имеет мощностью с. Объединяя этот факт и предложение 7.16, мы

получаем следующий результат.
Следствие 7.16.1. Каждое несчетное борелевское пространство

борелевски изоморфно любому другому несчетному борелевскому пространству.
В частности, каждое несчетное борелевское пространство изоморфно

единичному отрезку [0,1] и бэровскому нулевому пространству N.
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7.4. Вероятностные меры на борелевских пространствах
Если X — метризуемое пространство, то будем называть вероятностную

меру р на измеримом пространстве {X, Вх) просто вероятностной мерой
на X. Множество всех вероятностных мер на X будет обозначаться Р {X).

Вероятностная мерар € Р(Х) задает линейный функционал 1р: С(Х) -» /?,
определяемый формулой

lpif)= if dp. (20)

С другой стороны, любая функция f € С {X) задает функцию 0/: Р(Х) -► /?,
определяемую формулой

0/ = if dp. (21)

Эти соотношения и факт измеримости пространства X позволяют нам

установить различнее свойства множества Р (X). В частности, будет доказано,
что в множестве Р (X) существует естественная топология, а именно —

слабейшая топология, относительно которой любое отображение вида (21)

непрерывно, и что в этой топологии Р (X) является борелевским
пространством, если только X — борелевское пространство.

7.4.1. Характеризация вероятностных мер

Определение 7.10. Пусть X — метризуемое пространство. Говорят, что

вероятностная мерар Е Р{Х) регулярна, если для любого множества В €Е В*
имеет место равенство

р(В) = sup {p(F)\FCB, F замкнуто} -

«inf {p(G)| В CG, Gоткрыто}. (22)

Предложение 7.17. Пусть X — метризуемое пространство. Любая

вероятностная мераpGp{X) регулярна.
Доказательство. Пусть дана мера р € Р {X), и пусть Е —

семейство множеств В € Вх, для которых выполняется равенство (22). Если
множество Н СХ открыто, то Н - U„~ I Fn, где {Fn) — расширяющаяся

последовательность замкнутых множеств (лемма 7.2), поэтому выполняется

соотношение

\nf{p(G)\HCG, боткрыто} =р(А/)= Mm p{Fn)<

< sup{p(F)| FCH, ^замкнуто} <р[Н).

Следовательно, Е содержит каждое открытое множество в пространстве X.

Покажем, что Е является о-алгеброй, откуда будет следовать, что Е = Вд.
Если 56 Е, то справедливо равенство

р(Яс)=1 -р(£) = 1 -sup{p(F) \FCB,Fзамкнуто } =

= inf {p(G) I B° CG, G открыто}
и аналогично

p(B°) = sup(p(F) I F С Вс, F замкнуто},

поэтому семейство Е замкнуто относительно взятия дополнения.

Предположим теперь, что {£„} — последовательность множеств в Е. Выберем
число б > 0 и множества F„ СВп С Вл такие, что Fn - замкнуто, Gn
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открыто и р (G„ - Fn) < е/2л. Тогда
оо оо оо оо

U Вп С U G„ = ( U F„ ) U [ U (G„ - Fn)\ С
И=1 /1=1 /1 = 1 /1=1

С(яУвя)и[ U(GW-FJ], (23)
"-1 и=1

откуда

оо оо

р( U GJ <р( U Вп) + е,
л=1 и=1

и так как число е произвольно, то

оо оо

p(U ^) = inf{p(G)l U BnCG, G открыто}.
/1=1 /1=1

Из соотношения (23) видно также, что

оо оо

р( U Яя) <р( UF„) + е,
я=1 /i=i

поэтому для достаточно больших N
оо /V

р( и*я)<р( UF„) + 2e.
/i=i /t=i

Конечное объединение иДх Fn является замкнутым подмножеством

множества Un=! £„, а число е произвольно, поэтому

оо оо

р( UflJ» sup{p(F)|FC U £я, F замкнуто}.
/i=i w=i

Это равенство показывает, что семейство Е замкнуто относительно
счетных объединений, что и завершает доказательство. D

Из предложения 7.17 видно, что вероятностная мера на метризуемом
пространстве полностью определяется своими значениями на открытых

или на замкнутых множествах. Следующее предложение содержит
похожий результат. Оно устанавливает тот факт, что вероятностная мера р на

метрическом пространстве (X, d) полностью определяется значениями

интегралов fg dp, где функция д € Ud(X).
Предложение 7.18. Пусть X — метризуемое пространство и d — метрика

на X, согласованная с его топологией. Если Р\,р2^Р(Х) и

SgdPx = fgdp2 VgeUd{X),

то рг
=
р2.

Доказательство. Пусть F — произвольное замкнутое
подмножество пространства X, не совпадающее с X. Положим G„ = {х Е XI d(x, F) <

<Мп). Если п достаточно велико, то множества F и G„являются
непересекающимися непустыми замкнутыми множествами, для которых

^x^F,yGGn^x' y)>0' поэтому по лемме 7.1 существуют функции fn €

е Ud{X) такие, что f„{x) = 0 для xEGnc, fn{x)= 1 для х е F и 0<fn{x) < 1

для всех х € X. Тогда

Pi(F)<ffndPl « ffndp2 <p2(Gn),
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и поэтому

оо

PiiF)<p2( OG„)= p2{F).

Меняя ролями рх и р2, получаем рх (F) =p2 {F). Из предложения 7.17

следует, чтор! Ш) -Рг Ш) для любого множества 5 € Вх- П

7.4.2. Слабая топология

Вернемся теперь к обсуждению топологий в пространстве Р (X), где X —

метризуемое пространство. Для любых е > 0, р Е Р (X) и f G С (X)
определим следующее подмножество пространства Р (X):

Ve{p; f)*{<feP(X)1lffclq- ffdp\<e). (24)

Для любого множества D С С (X) рассмотрим следующее семейство
подмножеств из Р (X):

V(0) = (lfe(p; f)\ 6>0, pePiX), fGD).

Пусть Т (D) — слабейшая топология в пространстве Р {X), которая
содержит семейство V(0), т.е. топология, для которой V (D) является

подбазой.

Лемма 7.6. Пусть X — метризуемое пространство и множество D С С (X).

Пусть {ра) — сеть*) в Р(Х) и р € Р{Х). Сходимость ра -»р в топологии

T{D) имеет место тогда и только тогда, когда $1вра-+№6рдля любой
функции fGD.
Доказательство. Предположим, что ра -*Р и f € D. Тогда для

любого е > 0 существует индекс/3 такой, чтора € V€(p; f) для а > 0.
Следовательно, ffdpa-+ffdp. Обратно, если ffdpa-+ffdpAim любой
функции f £ D и некс-торое множество G € 7(D) содержит р, то р содержится
также в некотором базисном открытом множестве П£_ г V€k(p; г*) CG, где

€f<> 0 nfk€D,k =* 1, . . .
, п. Выберем индекс 0 таким, чтобы для всех

а> Р мы имели lffkdpa - ffkdp 1<е*,Лг = 1, . . .
,
п. Тогда ра ^ G для

а> 0, поэтому ра -*р. D

В действительности нам нужна топология Т [С {X) ], так называемая

слабая топология в пространстве Р (X). Пространство С (X) слишком
широкое, чтобы с ним было удобно работать, поэтому нам понадобится счетное

множество D СС{Х) такое, что Т (D) = Т [С (X) J. Такое множество
строится в следующих трех леммах.

Лемма 7.7. Пусть X — метризуемое пространство и d — метрика в X,
согласованная с его топологией. Если функция f € С(Х), то существуют

последовательности ign) и ihn\ в пространстве Ud(X) такие, что gn t f

uhn\,f.
Доказательство. Достаточно построить только

последовательность {дп) , так как вторая последовательность получается из первой,
если рассмотреть функцию —f.

Предлагаемая ниже конструкция используется при более слабых

предположениях в лемме 7.14, поэтому будем внимательно следить, какие

предположения на самом деле потребуются. Если функция f €E С(Х), то она

•) Здесь под сетью понимается отображение в Рнаправленного (иначе —
фильтрующегося вправо) множества индексов А, т.е. частично упорядоченного множества,

такого, что для любого его конечного подмножества tal9a2, .
.., an) найдется элемент

0е А с а/ < 0/, / * 1,. .., п. [Прим. ред.) \
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ограничена снизу некоторым числом Ъ € Я и Мх0) < °° по крайней мере
для одной точки х0 € X. Определим функцию

дп(х) = inf [f{y)+nd(x,y)). (25)

Заметим, что

b<gnix)<fW+ndix,x)= f{x)

и наряду с этим

Ь<дп{х)< Пх0)+псЦх,х0)<оо

для любого х € X. Таким образом,

*<Л<Л<..- < L (26)

и каждая функция дп конечна. Для любых точек х, у, г Е X имеет место

неравенство

Лк) + nd(x, у) < f{y) + ndiz, у) + m/(x, г)

и, взяв инфимум сначала от левой, а затем от правой по у € X,
получим, что

дп{х)< дп{г)+ nd(x,z).

Поменяв местами х и г, найдем, что

|0иМ-0як)1< лсГ(х,г),

поэтому gn^Ud(X) при всех л. Из неравенств (26) имеем

lim gn < Л (27)
#!-*оо

До сих пор использовался тот факт, что функция f ограничена и не

равна тождественно °°. Чтобы доказать, что в соотношении (27) выполняется

равенство, воспользуемся непрерывностью функции f. Для данных х Е X и

е > 0 выберем Последовательность {уп} СХ такую, что

f(K„)+ nd\x,yn) < дпМ + е.

При п -+ «> либо дп t °° и тогда в (27) должно быть равенство, либо уп -*х.

В последнем случае имеем

f(x) = lim f(yn) < lim flfw(x) + e, (28)

и так как х и е произвольны, то в (27) достигается равенство. D

Лемма 7.8. Пусть X — метризуемое пространство и d — метрика в X,
согласованная с его топологией. Тогда Т [С (X) ] -J[Ud{X)].
Доказательство. Так как Ud(X) С С(Х), мы имеем V[Ua{X)] С

С V[C(X)] и T[Ud(X)] CT[C(X)]. Чтобы доказать обратное включение,
покажем, что любое множество из V [С (X) ] открыто в топологии Т [Ud (X) ].
Таким образом, для произвольных множества V€{p; f) Е V[C(X)] и точки

Ро из этого множества мы построим множество из T[Ud(X)], содержащее

Ро и содержащееся в V€(p; f).
Пусть заданы множество V€{p;f) и точка р0 G V€(p;f), тогда

существует число €0 > О, для которого V€q {p0; f) С V€ (р0; f) . По лемме 7.7сущест-
вуют функции g и h из Ud (X) такие, что g < f < h и

/f</Po <fgdp0 + (e0/2), fhdp0<ffdp0 + (e0/2).
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Если g^V€o/2iPoi9)n Уе0/2(Ро;Л),то
ff dp0 < fgdp0 +(e0/2)<fgdq +e0 <ffdq + e0

и

ffdq <fhdq <fhdp0 + (e0/2) < ffdp0+e0.

поэтому

\ffdq- ffdp0\<€0,

т.е. ?€ Ve0(Po\ f) и множество

Ve0/2(Po'.Q)n V€jl\p0lh)C Ve{p;f).D
Лемма 7.9. Пусть X - метризуемое пространство и d - метрика

в X, согласованная с его топологией. Если множество D всюду плотно в

Ud(X),ToT[U$(X)] = Т(0).
Доказательство. Очевидно, что T{D) CT[Ud (X) ]. Чтобы

доказать обратное включение, выберем множество Ve(p; g) € V[Ud(X)],
точку р0 в atoM множестве, и построим множество из Т(О), содержащее
Ро и содержащееся в Ve (p; g). Пусть

€o = e-\fgdp0-fgdp\ > 0.

Пусть функция h G D такая, что \\д - h\\ < e0/3. Тогда для любого

qG V€oi3{p0; h) имеет место неравенство

\fgdq-fgdp\ < \fgdq - fh dq\ + \fh dq - fh dp0 1 +

+ 1//»Фо -fgdpo 1 + 1/0 Фо -ЛФ1 <

< (e0/3) + (e0/3) + (e0/3) + | fg dp0 -fgdp\ = e,

поэтому V6o /3 (ро; Л) С V€(p; $). П
Предложение 7.19. Пусть Х — сепарабельное метризуемое пространство.

Существуют метрика d в X, согласованная с его топологией, и счетное

всюду плотное подмножество Оиз Ud(X) такие, что 1(D) является слабой

топологией Т[С(Х) ] в пространстве Р[Х).
Доказательство. Согласно следствию 7.6.1 сепарабельное

метризуемое пространство X имеет вполне ограниченную метризацию. В силу

предложения 7.9 существует счетное всюду плотное множество D в Ud (X),
и требуемое утверждение следует из лемм 7.8 и 7.9. D

Начиная с этого места, для любого метризуемого пространства X будем
считать Р{Х) топологическим пространством со слабой топологией Т[С(Х) ].
Мы покажем, что если X сепарабельно и метризуемо, то Р{Х) тоже сепа-

рабельно и метризуемо; когда X компактно и метризуемо, Р{Х) тоже

компактно и метризуемо; когда X сепарабельно и топологически полно,

Р(Х) сепарабельно и топологически полно, и когда X — борелевское
пространство, Р(Х) тоже борелевское пространство.

Предложение 7.20. Если X — сепарабельное метризуемое пространство,
то Р(Х) тоже сепарабельно и метризуемо.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть d — метрика в X, согласованная с его

топологией, и О — счетное всюду плотное подмножество пространства

Ud(X) такое, что 1(D) совпадает со слабой топологией в пространстве

Р{Х) (см. предложение 7.19). Пусть /?°° — произведение счетного числа

действительных прямых, и пусть отображение \р\ Р{Х) -» /?°°
определяется формулой

*(p)-lfri*, f9idp. . . .), \



где fab 9i, • • •) — последовательность всех элементов из D. Покажем,
что отображение у является гомеоморфизмом, а так как пространство

Я°° метризуемо и сепарабельно (предложение 7.4), то отсюда будут
следовать требуемые свойства пространства Р{Х).

Предположим, что^(Pi) =<р{р2),т.е.

f9kdpi =!9к<1рг

для всех дц G D. Если д Е l/d (X), существует последовательность {р*} СО
такая, что II дк. - 0 II -* О при / -+ °°. Тогда

1ЛФ1 -fgc/p2 I < limsup l/fer-ftjtfi | +

+ lim sup | S9kjdP\ - fgkjdpi I + lim sup | f{gk. - g)dp2 I <
j -* со ' '

j -* m
*

<2 lim sup Ilflr*.-0|| = O,
/4oo '

поэтому r

АФ1 Tfgdp2.

Из предложения 7.18 следует, stoPi = p2, поэтому ^ — взаимно

однозначное отображение. Отображение р -*fgkdp непрерывно для любой функции

дк Е D по лемме 7.6, поэтому \р непрерывно. Чтобы показать, что

непрерывно отображение <р~', предположим, что {ра} — сеть в Р(Х), такая,
что <р(Ра) •* V>(p) для некоторого р G />(Х). Тогда fgkdpa ~+ Sgkdp для

всех р* € D, и, согласно лемме 7.6, ра -»р. D
Предложение 7.20 гарантирует, что если пространство X

—

сепарабельно и метризуемо, то топология в пространстве Р{Х) может быть

охарактеризована в терминах сходящихся последовательностей, а не сетей. Дадим
несколько условий, эквивалентных сходимости в Р(Х).

Предложение 7.21. Пусть X - сепарабельное метризуемое пространство,
и пусть d — метрика в X, согласованная с его топологией. Пусть {рп} -

последовательность в Р(Х) и р G Р{Х). Следующие утверждения
эквивалентны:

(а) рп -*р;
(б) ffdpn -+ffdp для всех fGC{X);
(в) fg dpn -*fg dp для всех g G Ud{X);
(г) lim sup„ _* ooP„(F)<p(F) для всех замкнутых множеств FCX;

(д) lim inf„ _► eepw iG) > p (G) для всех открытых множеств G СХ.

Доказательство. Эквивалентность утверждений (а), (б) и (в)

следует из лемм 7.6 и 7.8. Эквивалентность (г) и (д) получается переходом
к дополнениям.

Чтобы показать, что из (б) следует (г), предположим, что F -

замкнутое внутреннее непустое подмножество пространства X, не совпадающее

с X, и положим Gk = { х G X\d(x,F) < Mk). Для достаточно больших

k, F и G% — непустые непересекающиеся множества; тогда существуют

Функции fk G С{Х) такие, что fkM =1 для х G F, fk(x) = 0 для х G Gck,
*0<fk(x) <1 для всехх G X. Используя утверждение (б), имеем

limsup pn{F)< lim ShdPnmffkdp<p{Gk),
Л -* «• Л -»оо

и, полагая к-+°°, получаем (г).

Чтобы показать, что из (г) следует (б), выберем f G С(Х) и

предположим, не ограничивая общности, что 0 < f ^ 1. Выберем положительное
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целое число и определим замкнутые множества

Fk= {xGX\fb()>k/K}, * = 0 К.

Определим функцию i: X -+ [О,1 ] посредством формулы

где Fk + { =0. Тогда f - (МК) <*р <f, и для всех $ Е />(Х) справедливо
равенство

ic к

f*dq = 2 (klK)q{Fk-Fk+x) = (UK) 2 ?(/>).

Используя (г), получим, что

lim sup Sfkpn - (1/^Х lim sup ftp dpn =

Я -* «» /i -* oo

= (1/K)limsup 2 pn(Fk)<(}/K) 2 p(Fk) = f<pdp<ffdp,
n -► oe Jt=l Л=1

и так как /С произвольно, то

\miupffdpn < J/ф (29)

для всех / € С(Х). В частности, неравенство (29) верно и для —Л поэтому

lim inf ffdpn = -lim sup fi-f)dpn > - f(-f)dp = ./Уф. (30)
Я -► oo /I -» oo

Объединяя неравенства (29) и (30), получаем утверждение (б). D
Если X — метризуемое пространство, то мы обозначаем через рх

вероятностную меру на X, которая приписывает единичную массу точке х, так

чторх(В) = 1 тогда и только тогда, когда х G В.

Следствие 7.21.1. Пусть X - метризуемое пространство. Отображение
8: X •+ Р{Х), определенное соотношением б(х) =

рх, является

гомеоморфизмом.
Доказательство. Ясно, что б есть взаимно однозначное

отображение. Предположим, что {х„} — последовательность в X и х € X. Если

х„ -* х и G — открытое подмножество пространства X, то имеются две
возможности. Либо х € G, в этом случае хй6б для достаточно больших

п, так что lim infjj-^ooPjt^G) = 1 - PX{G); либо х £ G, в этом случае

lim Ыя->овР*„(б) > 0 = px(G). Из предложения 7.21 следует, чторХл -+рХ1
поэтому отображение 6 непрерывно. С другой стороны, если рХп

-* рх

и G — открытая окрестность точки х, то, так как lim \nfn-*<*>pXn{G) >

> px{G) = 1, для достаточно больших /7 должно быть х„ £ G, т.е. х„ -*х.

Это означает, что отображение 6 является гомеоморфизмом. D

Из следствия 7.21.1 видно, что рп может сходиться к р так, что в

утверждениях (г) и (д) предложения 7.21 выполняются строгие

неравенства. Например, пусть множество G С X открыто, а точка х лежит на

границе G, и пусть х„ сходится к х, оставаясь в G. Тогда pXn(G) = 1 для всех

п, но px{G) =0.

Покажем теперь, что компактность X влечет за собой компактность

PW.

Предложение 7.22. Если X -

компактное метризуемое пространство,
то Р(Х) также компактное метризуемое пространство.
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Доказательство. Если X — компактное метризуемое

пространство, то оно сепарабельно (следствие 7.6.2) и пространство С{Х) также

сепарабельно (теорема 7.7). Пусть \fk) — счетное множество в С(Х) такое,
что f\ = 1* II fk II < 1 Для всех А:, и {fk} всюду плотно в единичной сфере

(f G С(Х)||| f || < 1}. Пусть [-1, 1]" - произведение счетного числа

отрезков [-1, 1J. Определим отображение <р: Р(Х) -► [-1, 11°° формулой

ф) - (/ЛФ, /ЪФ,. . .).

Простая модификация доказательства предложения 7.20 показывает, что

отображение \р является гомеоморфизмом. Покажем, что множество

кр\Р(Х)\ замкнуто в компактном пространстве [-1, 1]°°, откуда будет
следовать компактность Р{Х).

Предположим, что {р„} - последовательность в Р{Х) и <р(р„) -*

-* (<*i, <*2, • • .) е [— 1, 1]
"*

• Для любых числа е > 0 и функции г* € С(Х)
с II f II < 1 существует функция г** такая, что II г* - г** II < е/3. Найдется
также положительное число N такое, что \ffkdpn — ffkdpm I < «/3 при

n,m>N. Тогда

| /fф„ - /fфж | < | ffdpn - Лфй | +

+ I ffkdpn - ffkdpm I + I ЛФш - ffdpm | < e,

поэтому {ffdpn} является последовательностью Коши на отрезке 1-1,1].
Обозначим ее предел через E(f). Если же \\f II > 1, то определим E(f)
формулой E(f) = || f || £(г*/|| f ||). Легко проверить, что Е есть линейный

функционал на С(Х), что E{f) > 0 при г* > 0, что I E{f) | < || f || для всех

fGCiX) nE{fx) -1.
Предположим, что {/?„} — последовательность в С(Х) и hn\x) 10 для

всех х € X. Тогда для любого е > 0 множество /Cw(e)
s {x \hn{x) > e}

компактно, а П*=1/Сл(е) »0. Поэтому /е„(е) = фдля достаточно больших

/7, откуда следует, что \\hn || I 0. Следовательно, £(ЛЛ) I 0. Это

показывает, что функционал Е является интегралом Даниэлян, и, согласно
известной теореме (см., например, Ройден [70], с. 299, предложение 21),
существует единственная вероятностная мера на ofU/ecmf"1 (В/?)] такая,
что E(f) ■ ff dp для всех г*€С(Х). Из предложения 7.10 следует, что

Р € Р{Х). Так как

<**= lim ffkdpn=E(fk) = ffkdp, Аг= 1,2
л -► ее

то^(Рл) -*<р(р). Это доказывает, что ^[/ЧХ) J замкнуто. П

Для того чтобы показать, что топологическая полнота и

сепарабельность пространства X влекут за собой те же самые свойства для Р(Х), нам

понадобится следующая лемма.

Лемма 7.10. Пусть X и У — сепарабельные метризуемые пространства,
и отображение \р: X -* Y является гомеоморфизмом. Тогда отображение
ф: Р(Х) -*P[Y), определенное формулой

ШФ)шр1*1ШП чвеву,
тоже является гомеоморфизмом.
Доказательство. Предположим, что рх, Рг €Е Р(Х) \лрх Фрг-

Так как Pi и р2
- регулярные меры, то существует открытое множество

G СХ, для которого PiiG) Фр2{в). Образ <p(G) является рткрытым

множеством в индуцированной топологии в пространстве <р(Х), поэтому <p(G) =
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- \р(Х) П В, где В — открытое множество в пространстве У. Ясно, что

ф(Р1){В)=Р1(6)Фр2(6) = ф{р2)(В),

поэтому ф — взаимно однозначное отображение. Пусть {рп) —

последовательность в пространстве Я(Х) и р € />(Х). Если р„ -»р, то, так как у (Н)
открыто в X для каждого открытого множества Н С У, из

предложения 7.21 следует, что

liminf МрЛ)(А/) = Mm inf рЛ[</>"'(")] >p[^'l(H)] = ф{р){Н),

поэтому Мрл) -» ^(р) и отображение ф непрерывно. Если нам заданы

последовательность {р„} и мера р такие, что ф{Рп) ~* Ф(р), то то же

рассуждение, проведенное в обратном направлении, показывает, что рп -*р

и отображение у1 непрерывно. П

Предложение 7.23. Если X — топологически полное сепарабельное
пространство, то Р(Х) — тоже топологически полное и сепарабельное
пространство.
Доказательство. Согласно теореме Урысона (предложение 7.2)

существует гомеоморфизм р. X -» Н, и отображение ф, получаемое заменой
У на Н в лемме 7.10, является гомеоморфизмом из Р{Х) в Р(И). Из

теоремы Александрова (предложение 7.3) следует, что <р(Х) является

G&-множеством пространства Н, и легко убедиться, что

Ф[Р(Х)]= (pe/>(H)|p[H-v>(X)] =o}. (3D

Покажем, что ф[Р{Х)] является G6-множеством компактного

пространства Я(Н) (см. предложение 7.22), и снова, воспользовавшись теоремой
Александрова, увидим, что Р{Х) — топологически полное пространство.

Так как ^(Х) является G6-множеством в Н, то можно найти

открытые множества G\ Э G2 Э . . . такие, что <р(Х) = n„=1G,t. Из

соотношения (31) видно, что

Ф[Р(Х)]= п {pe/>(H)|p(H-Gw) = o} =

= П Г\ {pG/>(H)|p(H-G„)<1/A:}.
/t=i *=1

Но для любых замкнутого множества F и действительного числа с

множество {р € P{H)\p{F) > с) замкнуто согласно предложению 7.21 (г),
а множество {р G P(H) |p(H- G„) < Mk) является дополнением такого

множества. D

Обратимся теперь к свойствам а-алгебры ВР(Х) в том случае, когда

X — метризуемое и сепарабельное пространство. По лемме 7.6

отображение Bf. P(X) -+ Я, задаваемое формулой

ef(p)=ffdp,

непрерывно при любой функции f € С(Х). Из предложения 7.21 можно

легко получить, что отображение 0#: Р{Х) -» [0, 1], определенное*) как

Ов(Р) = р(В). измеримо по Борелю, если В — замкнутое подмножество

пространства X. (Действительно, в конце доказательства предложения 7.23
мы использовали тот факт, что когда множество В замкнуто, то верхние

*) Использование здесь символа 9в не чзовсем корректно. Следуя определению

&f, правильно было бы записать 0Х ,
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множества уровней {р € Р(Х) \ вв{р) > с) также замкнуты.) Аналогично,
отображение 6В измеримо по Борелю и когда В открыто. Естественно

спросить, является ли отображение 6В измеримым по борелю в случае

произвольного борелевского множества В? Ответ на это положителен,

и на самом деле Вр^х) является наименьшей а-алгеброй, относительно

которой отображение вв измеримо для любого множества В G В*.
При доказательстве этого и последующих результатов оказывается

полезным понятие "системы Дынкина".
Определение 7.11. Пусть X - некоторое множество, и D - какой-то

класс подмножеств из X. Мы будем говорить, что D является системой

Дынкина, если выполняются следующие условия:
(a)XGD;
(б) если А,Вео и ВСА, то A-BSD;
(в) если 4b42,...€D и Аг СА2 С ... ,тои~в14я С D.

Предложение 7.24. (теорема о системе Дынкина). Пусть F - класс

подмножеств множества X, замкнутый относительно конечных

пересечений. Если D — система Дынкина, содержащая F, то D также содержит
0(F).
Доказательство. Это — обычный результат теории меры. См.,

например, Аш [7, с. 169]. □
Предложение 7.25. Пусть X - сепарабельное метризуемое пространство

и Е- семейство подмножеств из пространства X, которое порождает о-ал-

гебру Вх и замкнуто относительно конечных пересечений. Тогда &Р(х)
является наименьшей о-алгеброй, относительно которой все функции
вида 0&(р) я р[Е), Е 6 Е измеримы как отображения из Р{Х) в [0,1 ], т.е.

B/>me<rt U в;1 (В*)].

Доказательство. Пусть F — наименьшая о-алгебра,
относительно которой все функции 6Е, Е € Е, измеримы. Чтобы показать, что
F СВрдо, проверим, что функция вв является Вр^-измеримой при
каждом В Е Вх. Положим D = {В € Вх I функция 6в является ВР (Х)
-измеримой}. Легко проверить, что D является системой Дынкина. Мы уже

видели, что D содержит каждое замкнутое множество, поэтому, согласно

теореме о системе Дынкина (предложение 7.24), D = Вх.
Остается показать, что Вр^х) с F- Положим D1 ■ (В € Вх\ функция

дв является F-измеримой}. Как и раньше, D' - система Дынкина, а так

как Е С D',to D# ■ Вх- Таким образом, функция Sf(p)
= ffdp является

F-измеримой в том случае, когда f — индикатор борелевского множества.

Следовательно, 0/ будет F-измеримой, когда f является простой борелев-
ской функцией. Если f € С(Х). то существует последовательность простых

функций fnt равномерно ограниченная снизу и такая, что fn t f. Из теоремы
о монотонной сходимости следует, что 0/ t Of, поэтому 0/ F-измерима.
Отсюда следует, что для любых е> 0, рЕ Р{Х) и f€ С{Х) открытое множество

Ve{p; fl* {qePlX)\\ffdq-ffdp\<e}

F-измеримо. Такие множества образуют подбазу, и, следовательно,

Вр(х) 8 F (см. замечание к определению 7.6). D

Следствие 725.1. Если X — борелееское пространство, то Р(Х) также

является борелевским пространством.
Доказательство. Пусть <р - гомеоморфное отображение X на

борелееское подмножество топологически полного сепарабельного про-
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странства V. Тогда по лемме 7.10 Р{Х) гомеоморфно борелевскому
множеству {р G Р(У)\р[*р(Х)] - 1}. Так как Р{У) топологически полно и

сепарабельно (см. предложение 7.23), то следствие доказано. D

7.4.3. Стохастические ядра

Рассмотрим теперь вероятностные меры на сепарабельном метризуе-
мом пространстве, зависящие от элементов другого сепарабельного мет-

ризуемого пространства.
Определение 7.12. Пусть Хи У- сепарабельные метризуемые

пространства. Стохастическим ядром q(dy \x) на У при условии X*) называется

семейство вероятностных мер из пространства Р{У), зависящих от
элемента х £ X. Если в X дана а-алгебра F и 7~1[&р(У)] с р» где отображение

у:Х-+Р{У) определяется формулой

ylx)=qidy\x), (32)

то говорят, чТо ядро q{dy \ x) F-измеримо. Если отображение у
непрерывно, то говорят, что ядро q(dy | х) непрерывно.

Предложение 7.26. Пусть X и У — борелевские пространства, Е —

семейство подмножеств из У, порождающее о-алгебру By, и замкнутое

относительно конечных пересечений, a q(dy | х) — стохастическое ядро
на У при условии X. В таком случае q(dy | х) измеримо по Борелю тогда

и только тогда, когда отображение Х^: X -» [0,1J, определяемое формулой
Х^(х) = q(E | х), измеримо по Борелю при любом множестве Е € Е.

Доказательство. Пусть отображение 7*' X -+Р(Х) определяется
как у(х) - q{dy |х). Тогда для любого Е € Е имеем Х^ - Be ° у. Если

ядро q(dy | x) измеримо по борелю (т.е. отображение у измеримо по

Борелю), то в силу предложения 7.25 функция Х^ измерима по борелю
для любого Е Е Е. И наоборот, если функция Х^ измерима по Борелю
при каждом Е G Ё, то а[иЕ еЕХ^ (BR)] С В*. Из предложения 7.25

получаем, что

= а[ U у-1(0ёЧвл))]-о1 U ХёМВлПСВлг,
EGE EGE

поэтому ядро q(dy | х) измеримо по Борелю. D
Следствие 7.26.1. Пусть X и У' — борелевские пространства и q(dy \ х) -

измеримое по Борелю стохастическое ядро на У при условии X. Тогда
для любого множества В € Вху отображение Ав: X -+ [0,1 ], определенное
формулой

AB(x)^q(Bx\x)t (33)

где Вх - {у G У | (х, у) G В), тоже измеримо по Борелю.
Доказательство. Если В € Вху и х € X, то множество ВХСУ

гомеоморфно множеству В П [{х} V] ё Вд-у, откуда следует, что Я* G By,
поэтому д(Я* |х) определено. Легко показать, что семейство D= {BE ВХу\
функция Ав измерима по Борелю } является системой Дынкина. В силу
предложения 7.26 D содержит измеримые прямоугольники, поэтому
D=BXy- П

*) Другое принятое название — переходная функция из X в Y. {Прим. ред.)



Покажем, теперь, что вероятностную меру на произведении борелев-

ских пространств можно разложить на частную меру на одном из них

и измеримое по Борелю стохастическое ядро. Это разложение возможно,

даже если требовать измеримой зависимости ядра от параметров и, как

будет показано в главе 10, этот результат является существенным для

алгоритма фильтрации в модели динамического программирования с

неполной информацией о состоянии.

Для удобства записи будем через X обозначать произвольное борелев-

ское подмножество борелевского пространства X.

Предложение 7.27. Пусть (X, F) - измеримое пространство, У и Z -

борелееские пространства, и пусть qidiy, z)\x) - стохастическое ядро
на YZ при условии X. Предположим, что функция q(B \ x) Р-измерима
по х при любом множестве В G Bxy- Тогда существуют стохастическое

ядро r{dz |x, у) на Z при условии XV и стохастическое ядро ${dy \x)
на Y при условии X такие, что r{Z \x, у) FBy-измеримо по (х, у) для
любых множеств Z G Bz, s{Y | x) ^-измеримо по х для любых множеств

уеву,и

q(YZ\x) = fyr{Z\x,y)s{dy\x) VYGBy, ZGB2. (34)

Доказательство. Докажем это предложение, считая, что Y и Z

несчетны. Если Y или Z или они оба счетны, то в доказательстве

необходимы лишь небольшие изменения (фактически упрощения). Благодаря
следствию 7.16.1 можно без ограничения общности считать, что Y « Z =

- (0,11.
Пусть s [dy\ х) является проекцией ядраq(d(y,z)\х) на V, т.е.s (V1 х)-

= q[YZ\x) для каждого Л ^ By. Для любого положительного целого

числа п определим подмножества из Y

M(J, п) = ((/-U/2", /72*], /-1 2я.

Тогда любое множество M(j, n + 1) является подмножеством некоторого

множества М (к, п), и семейство {М (/, л)|л= 1, 2,...; /= 1 2"}
порождает а-алгебру By. Для любой точкиz G QC\Z определим величину

q(dy{0,z]\x) как меру на У, значение которой на Х^Ву равно

q(Y(0, *]|x). Тогда мера q[dy[0t z]\x) абсолютно непрерывна
относительно меры s (dy | х) при всех zGQOZ и хбХ. Определим для z €

€ Q П Z функцию

| q[M(j,n) (0.z]\x]/s[M(j,n)\x],
G {z\ x, у) = I если у G M(/, п) и $ [М(/, п)\х] >0,

[ 0, если y€M{j,n) и s[M{j,n)\x) =0.

Функции Gn(z\x, у) можно рассматривать как обобщенные отношения

приращений q{dy{0, z]\x) к s(dy\x). Для любой точки г множество

B(z) = {(х,у) 6 XY\ lim Gn(z\x,y) существуете /?} =

= {{х, у) G XY| {Gn (z | х, к))- последовательность Коши} =

= П U П {{x,y)G XY\\Gn(z\x,y)-Gm(z\x,y)\<Mk)
*=1 W=l n,m>N

является FBy-измеримым. Теорема 2.5 на с. 612 книги Дуба [28]
устанавливает, что

s[B{z)x\x]=1 Vxex, zGQnz,
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и если мы определим функцию G (г| х, у) формулой

WmGn(z\x,y), если (х,у) е B(z),
G(z\x,y) =

,

\z в противном случае,

то будем иметь

q[Y{0, z)\x] = fzG{z\x,y)s(dy\x),
VxGX, zGQnZ, /€By. (35)

Ясно, что при каждом z функция G(z|x, у) является FBy-измеримой
по (х, у) *).

Сравнение формул (34) и (35) наводит на мысль, что можно попытаться

доопределить функцию G{z\x, у) таким образом, чтобы для любой пары

(х, у) G (z| х, у\ являлась функцией распределения по г.

С этой целью для каждого z0 GQC\Z определим множества

С(*0) " Ox,y)GXY\ 3zGQnZ такое, что z <z0 и

G[z\x,y)^G.lz0\x,y)} =

= U {{x,y)eXY\G{z\x,y)>G(z0\x,y)}t
zGQn Z
z < z 0

C= U C{z0),
г0е Qn Z

D{z0)= {(x, k)GXK|G(*|x,/) не является непрерывной справа в точке z0) =

= U Г1 U {\x,y)GXY\\Gb\x,y)-Gbo\x,y)\>Mn),

z0<z<z0 + l/fc

£>= U 0(zo),
206^Z

f я {(*,/)£ XY | Gfcr |x/ к) не сходится к нулю при z 10} -

= U П U {(x,y)eXV||G(*|x,y)|>1/n}
я = 1 *=1 :€(?nZ

z<l/*
и

F- {(х,/) eX/IGOIx,/) #1).

*) Для читателя, знакомого с мартингалами, приведем доказательство теоремы,
на которую только что ссылались.

Фиксируем х и у и заметим, что для т> п

qlMi/.n) (0,z)|x] =/MO,/f)Gw^lx,K)*^Klx). (•)

Так как набор множеств (М (/, п) |/ - 1,..., 2п) является а-алгеброй, порожденной
функцией Gn{z\x, у) аргумента у, то можно заключить, что последовательность

Gn (г I х, у), п * 1,2,..., является мартингалом на V относительно меры s idy, ж).
Каждое G„(z|x, у) ограничено сверху числом 1, поэтому по теореме о сходимости

мартингалов (см., например, Аш [7, с. 292]) Gniz\x, у) сходится для почти всех у
по мере s idy\х). Таким образом, s[B(z)*|x] я 1, и возможно данное выше

определение G {ж I х, у). Чтобы показать, что (35) выполняется для множеств У я М (у, п),
положим в (•) т -* «». Семейство множеств V, для которых выполняется~135),
является системой Дынкина, и из предложения 724 следует, что соотношение (35)
выполняется для всех Y e By. \
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дня фиксированных точек хЕХ и z0GQOZ соотношение (35) означает,
что если только zEQHZ и z<z0, то

fYGb\x,y)s{dy\x) < fyGk0\x,V)sidy\x) VYEBY.

Следовательно, G {z0 \x,y) < G (z01 x, к) при s (dy \ x) - почти всех у, поэто-

му*[С(*о)*Н =0 и

s(Cx |х) = 0. (36)

Из равенства (36) вытекает, что функция G(?|x, у) не убывает по z при

sU/И*) — почти всех у. Этот факт и соотношение (35) показывают,

что

fYGb\x,y)s{dy\x) i fYGbo\x,Y)sidy\x),
Gb\x,y) i Gb0\x,y)

при z I z0 (zEQOZ) для s {dy \ x) -почти всех у. Следовательно,
s[0(zo)x 1*1 = 0 и

s[Dx\x) = 0. (37)

Из соотношения (35) также следует, что при z I 0 (?€QOZ)

/rG(z|x,K)s(e/K|x) I 0 V/€By.

Так как G{?\x, у) не убывает по z для s(tf/|x)-почти всех у, то

G(z|x, кНО при s{dy\x) -почти всех к, т.е.

s(£x|x)»0. (38)

Подставляя в (35) z ■ 1, получим, что

/yGdlx.KWc/Hx)- *(У|х) V/€By,

поэтому G(1 |x/ /) = 1 для s(dy\x) -почти всех у, т.е.

s(F*|x) = 0. (39)

Выберем в Q ПZ такую последовательность {zn}, что z„ I г для

любого zEZ, и для любых точек хЕХ, yGY положим

Mim G(z„|x,y), если (х,к)€ХУ-(CU0U5UF),

f(*|x,H) = {
~

(40)
I z в противном случае.

Если (х, к)е*У- (С U 0 U £ U F), то G(z | х, у) является неубывающей
непрерывной справа функцией по zEQHZ, поэтому функция F(z\x, у)
вполне определена, не убывает и непрерывна справа. Для всех точек (х, у) €
€ХУ выполняются также соотношения

0<£(г|х,к) < 1 VzeZ,

£(1|х, н)-1. Hm F(z|x,k) = 0.

Согласно известному в теории вероятностей результату (Аш [7, с. 24])
для любой точки {х, у) существует вероятностная мера r(dz\x, у) на Z

такая, что

г((0, z] |x, y) = Ft\x, у)' Vz€(0, 1].
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Семейство подмножеств ZGB^, для которых мера r(Z|x, к) является
FBу-измеримой по (х, у), образует систему Дынкина, которая содержит
множества {(0, z] \z€Z), поэтому мера r(Z|x, у) FBу-измерима для

всех Z€B^.
Соотношения (35) — (40) и теорема о монотонной сходимости позволяют

заключить, что

q[Y(0,z] \х] = fyF(z\x,y)sldy\x) =

- V«0, *\ I*, K)s(cf/|x) VxGX, /€ВК. (41)

Семейства подмножеств ZGBZ, для которых выполняется соотношение

(34), образуют систему Дынкина, содержащую множества {(0, z] \z £ Z),
поэтому соотношение (34) выполняется для всех ZEB^. □

Если F = Вх, то, применяя предложение 7.26, получаем следующую
модификацию предложения 7.27.

Следствие 7.27.1. Пусть X, У и Z - борелееские пространства, и

пусть q(d(y, z)\x)— измеримое по Борепю стохастическое ядро на YZ при
условии X. То^да существуют измеримые по Борепю стохастические ядра
r{dz\x,y) на Z при условии XV и s{dy\x) на У при условии X такие,

что выполняется соотношение (34).
Если в следствии 7.27.1 нет зависимости от параметра х, то получается

следующий хорошо известный результат для борелевских пространств.
Следствие 7.27.2. Пусть У и Z - борелееские пространства и q € P(YZ).

Тогда существует измеримое по Борелю стохастическое ядро r(dz\y) на Z

при условии У такое, что

q(YZ)= fyr(Z\y)s(dy) ЧУеВу, ZGBZ,

где s — проекция меры q на У.

7.4,4. Интегрирование

Как и в разделе 2.1, будем считать, что

—оо + оо = +оо .оо =
оо, (42)

Тогда для любых чисел a, b, cGR* выполняется ассоциативный закон

так как, если какое-нибудь из чисел а, Ь, с равно °°, то обе части в (42)
также равны °°; если же ни одно из чисел а, Ь, с не равно °°, то

применима обычная арифметика, включающая конечные числа и —°°. Также, если

a,b,cGR* и а + Ь = с, то а = с — b при условии, что b Ф ±°°. Тем не
менее всегда остается верным, что если а + Ь<с, то а<с — Ь.

Соглашение (42) используем для того, чтобы расширить определение
интеграла. Если X — метризуемое пространство, р € Р(Х) и функция f:
Х-* Я* измерима по Борелю, то определим интеграл формулой

ffdp=ff+dp - frdp. (43)

Заметим, что если ff*dp < °°
или ff'dp < °°, то формула (43) сводится

к классическому определению ffdp.
В следующей, лемме приводятся некоторые свойства интеграла в таком

расширенном смысле.
Лемма 7.11. Пусть X - метризуемое пространство, и пусть задана мера

р € Р(Х). Пусть f, g и fn, п = \, 2,..., — измеримые по Борелю
действительные функции на X, принимающие значения из [—°°, +°°].

(а) Используя (42) для определения суммы f+g, имеем

f(f + g)dp<ffdp+fgdp.
%

(44)
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(б) Если выполняется одно из трех условий
(61) ff*dp<<*> и fg+dp<°ot
(62) ff'dp<<*> и fg'dp<oot
(63) fg*dp<<*> и fg'dp <<*>, то

fif+g)dp = ffdp + /$</р. (45)

(в) Если 0<а<«>, п> f[af)dp = affdp.
(г) Ес/ш f<& ro ffdp<fgdp.
(д) £с/ш Ая t fu ffxdp > -<*>, ro ffndp t JYc/p.
(е) fo/ш fh\tf и ffxdp <<*>, то ffndp I ffdp.
Доказательство. Докажем сначала утверждение (6), а затем

вернемся к утверждению (а). При предположении (61) имеем г*(х) <°° и

д{х)<°° для р-почти всех х, поэтому сумма f(x)+$r(x) может быть

определена без обращения к соглашению (42) для р-почти всех х. Более того,

ffdp<°° и fgdp<oot поэтому равенство (45) следует из теоремы
сложения классической теории интеграла Аш [7, с. 45]).

Доказательство равенства (45) при предположении (62) аналогично.

При предположении (63) или ff dp - «> в этом случае обе части в

формуле (45) равны °°, или ff*dp<<*>, а в этом случае выполнено

предположение (61). Возвращаясь к утверждению (а), заметим, что если

выполнено предположение (61), то из (45) следует (44). Если предположение (61)
не выполняется, то

ffdp + fgdp = <*>,

так что (44) снова выполнено.

Утверждения (в) и (г) представляют собой простые следствия
соотношений (42) и (43).

Утверждение (д) следует из обобщенной теоремы о монотонной

сходимости (Аш [7, с. 47*1]) в случае, если ffxdp <«>. Если же ffxdp - °°, то

ffxdp > —«> означает, что ffxdp = ffxdjp ■ «>, и требуемое соотношение

следует из (г).

Утверждение (е) следует из обобщенной теоремы о монотонной

сходимости. П

Как было показано в следствии 7.27.2, вероятностная мера на

произведении борелевских пространств может быть разложена на частную меру и

стохастическое ядро. Этот процесс можно обратить, т.е. для любой

вероятностной меры и одного или нескольких измеримых по Борелю
стохастических ядер на борелевских пространствах можно на произведении

пространств построить единственную вероятностную меру.

Предложение 7.28. Пусть Хх, Х2, . . .
— последовательность

борелевских пространств, Yn
- ХХХ2 • • • Хп и У ■ ХХХ2• • • Пусть задана мера

р €/>(Х), и пусть qn(dxn+x \yn)- борелевски измеримое стохастическое

ядро на Хл+1 при условии Yn, п ■ 1, 2,... Тогда для п - 2, 3,. . .

существует единственная вероятностная мера rn € P(Yn) такая, что

гп{ХгХ2"Хп) « / /... / qn-iQ<n\xi.X2 *„-1>Х

X Qn-zidXn-ilxt, x2,...,xn„2)m- X

X <M</*2l*i)P(</*i> VX1€B^|#,..#XII€B^||. (46)

Или см. Неве [96], предложение! 1.3.3 {Прим. ред.).
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Если функция f: Yn-+ /?* борелевски измерима и либо Kff*drn < <*>,
либо ff~drn<<*>, то

ffdrn =/ /... / f(xb х2 хп) X
Уп Хх Хг Хп

X qn-1 (dxn \хх,х2 , х„_!) •.. qx [dx2 \хх )p(dxx). (47)

Более того, существуетединственная вероятностная мера г на У = ХХХ2- • •

такая, что для каждого п проекция г на Уп равна гп.
Доказательство. Пространства Yn, п = 2, 3,..., \л У - боре-

левские в силу предложения 7.13. Если существует мера гп €/*(/„),
удовлетворяющая соотношению (46), то она должна быть единственной. В

самом деле, предположим, что мера гп €/>(/„) также удовлетворяет

соотношению (46).. Семейство D= {BGByn \rn (В) =rn(B)} является системой

Дынкина, которая содержит измеримые прямоугольники, поэтому D=В уп
и гп =г'п.

Существование гп установим по индукции, проверив сначала случай/7=2.
Для В € Ву2 "воспользуемся следствием 7.26.1, чтобы определить меру

г2(*)= S qi(Bxl\xl)p(dxl). (48)

Легко проверить, что г2 €Р(У2) и что г2 удовлетворяет соотношению (46).
Если f является индикатором множества В £ Ву2, то интеграл

/ fiXi, x2)q(dx2\xx) измерим по Борелю по хх, и из (48) получаем

f fdr2=f f nxl,x2)ql{dx2ixl)p{dxl). (49)

Ввиду линейности интеграла равенство (49) выполняется и для простых

измеримых по Борелю функций.
Если функция f: У2 -* [0, °°] измерима по Борелю, то существует

возрастающая последовательность простых функций, таких, что fn t f. По
теореме о монотонной сходимости

Km / fn(xirX2)qiidx2 \хх) = / f(xx,x2)qx(dx2\xx) VxxeXlt
n-+oo хг X7

поэтому интеграл fx3 f(xx,x2 )qx (dx2 \ xx) измерим по Борелю и

Km /у Л, cfr2 = lim/ / fn(xx, x2) qx (dx2\ xx)p(dxx) =

я-к» л-юо xx X2

= 11 fixx,x2)qt(dx2\xx)p(dxx).
xx x2

Ho/ fndr2 t/ fdr2t поэтому равенство (49) справедливо для любых из-

Уг Уг

меримых по Борелю неотрицательных функций.

Для измеримых по Борелю функций f: У2 -* /?*, удовлетворяющих
условию ff*dr2 <<*> или ff~dr2 <°°, имеем

/Уа f*dr2 = / / f*(xx, x2) qx (dx2\xx)p(dxx)
хх х2

и

/ f'dr2 -/ / f~ixi,x2)qx{dx2\x*)p(dx2).
Уг *i Хг

' \
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Предположим для определенности, что fy2 f~dr2 < °°. Тогда функции

/ f*(xx,x2)qx(dx2\xx),
Хг

-/ f~(xx,x2)qx(dx2ixx)

удовлетворяют условию (62) леммы 7.11, поэтому

J fdr2 = / f+dr2 - / f'dr2 «

Уг Уг Уг

= f If f*ixu x2) qx (dx2 \xx) - / f'(xu x2) qx (dx2\ xx)] p[dxx)«
xx хг хг

■ J / fb\, x2) qx (dx21 xx) p(dxx),
xt хг

где последний шаг есть прямой результат определения интеграла
/ f(xx,x2)qx(dx2\xx).
Хг

Предположим теперь, что существует мера rkGP(Yk), для которой
равенства (46) и (47) выполняются при п = к. Для£€ Yk+X положим

г*+1(Я) » / qk&yk\yk)rkidyk).
Ук

*

Тогда гл+1€Я(/л+1). Если В-£ХХ2... ХкХк+х, гдеХ/еВ*,, то из

соотношения (47) при п =к получим

Гк+iW s fXxtxt...xk 1Ук)Як1*к+\\Ук)rkidyk) =

e / J .-J QkiXk+i\xi,x2 xk)qk_x{dxk\xk_x)... X
&i 2Ta *k

X qx(dx2\xx)p(dxx). (SO)

Это доказывает формулу (46) для п**к + \.
Воспользовавшись теперь формулой (50), можно доказать соотношение

(47) для случая, когда л s Аг + 1 и f является индикатором множества.
Как и ранее, этот результат можно обобщить на случай функции f: V*+i ->

-►[О,00]. Если функция Л Yk+l -» /?* измерима по Борелю и либо

ff*drk+i <°°, либо ff~drk+x <°°, то из справедливости соотношения (47)
для неотрицательных функций и предположения индукции вытекает, что

/ f*drk+x-f f ... / Пхх хк+х)Х
Ук+1 Х\ Хг ** + 1

X ?*(сйг*+1 кь х2 хк) • -qx (dx21 хх) p{dxx) =

= / J ^*Ui x*m>9*№**+iI*i,*2 xk)drk
Xt»-Xk Xk+i

и точно так же

/ fdrk+x - / / f~(*i xfc+i)grfc(c/xfc+tlxi/X2,..wXit)crrit.
Ук+i хг--хк хк+х
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Предположим для определенности, что 1ук+1^'^гк+1 <°°- Тогда функции

/ f*ixi,... / *k+i)Qkidxk+x\xlf х2,... / xk)
xk + l

и

-/ П*1 ,*к+ \)Як№к+\ \xleX2,... ,Хк)
хк+ 1

удовлетворяют условиям (62) леммы 7.11, поэтому, как и ранее,

Yk+lfdrk^ f f f(xt xk+1)qk{dxk+1\xl,x2 xk)drk.
xi0'xk ** + l

(51)
Так как w '

[ / f(*i,..., xk+t) qk{dxk+x1 xx, x2 xk)]
'

<
xk + \

< f П*и xk+1)qkidxk+1\xl,X2, xk),
xk+ l

то мы можем применить предположение индукции к правой части равенства

(51) для того, чтобы убедиться в справедливости соотношения (47) в

общем случае.

Чтобы установить существование единственной вероятностной меры г €

€ Р (У), проекция которой на Y„ равна гп, п » 2,3,..., заметим, что

меры гп согласованы, т.е. если т>п,ю проекция гт на Уп равна г„. Если

каждое из пространств Хк является полным, теорема Колмогорова о
продолжении меры (см., например, Аш [7 с. 191 ] *>) гарантирует
существование единственной меры г ер (У), проекция которой на каждое из

пространств У„ равна г„. Если Хк неполно, то оно может быть гомеоморфно

погружено, как борелевское подмножество, в полное сепарабельное

метрическое пространство Хк.
Как и я предложении 7.13, каждое пространство Уп гомеоморфно боре-

левскому подмножеству полного сепарабельного метрического

пространства Уп » Хх Х2
" ' Хп и У гомеоморфно борелевскому^ подмножеству

полного сепарабельного метрического пространства Vs Хх%у • -.Всякая

мера rnGP{Yn) может быть отождествлена с мерой Гп€Р{Уп), как это

сделано в лемме 7.10, и, используя теорему Колмогорова ©^продолжении,
мы устанавливаем существование единственной меры 7ЕР{У), проекция

которой на каждое /„равна г„. Непосредственно устанавливается, что £
приписывает вероятность, равную единице, образу пространства У в У,

поэтому г соответствует некоторой мере г € Р(У), проекция которой на

каждом Уп равна гп. Единственность г означает единственность г. D
В ходе доказательства предложения 7.28 был также доказан следующий

результат.

Предложение 7.29. Пусть X и У — борелевские пространства, и пусть

q(dy\x) — измеримое по Борелю стохастическое ядро на У при условии X.

*) Или см. Колмогоров [93], гл. Ml, § 4, основная теорема, где соответствующий
результат доказан для мер на Я°°. Ввиду изоморфизма борелевских пространств (см.
следствие 7.16.1) этот случай достаточен для доказательства предложения 7.28.

Отметим, что теорема о построении меры в счетном произведении пространств по

стохастическим ядрам (в отличие от обратной теоремы о разложении
— см.

следствие 7.27.2) доказывается для произвольных\эмеримых, а не только борелевских
пространств. См., например, Неве [96], гл. V, теорема Ионеску Тулча. (Прим. рвд).
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Если функция f: XY -» R* измерима по Борелю, то функция X: X -» /?*

определенная формулой

Х(х) -/«x#K)a(c^|x)f (52)

тэкже измерима по Борелю.
Следствие 7.29.1. /7/сгь X — борелевское пространство, и пусть функция

f: X-+R*измеримапо Борелю. Тогда функция Bf: Я(Х) -*/?* определенная
формулой

Ог(р) = ffdp,

также измерима по Борелю.
Доказательство. Определим измеримое по Борелю

стохастическое ядро на X при условии Р [X) как qidx \p)ssp{dx). Определим функцию
f:P{X)X-+R*формулой 7(р, х) я f (x). Тогда функция

0/Ы - /Лх) p(cfx) « ff{p, х) q(dx, p)

измерима по Борелю, согласно предложению 7.29. D

Если функция f€C (XY) и стохастическое ядро q(dy\x) непрерывны, то

отображение X, задаваемое формулой (52), также непрерывно. Докажем
это с помощью следующей леммы.
Лемма 7.12. Пусть X и Y — сепарабельные метризуемые пространства.

Тогда отображение o:P{X)P(Y) -+Р (XY), определенноеформулой o{p,q\-
- pq, где pq — произведение мерри q, непрерывно.
Доказательство. Используем теорему Урысона

(предложение 7.2), чтобы гомеоморфно погрузить X и Y в куб Гильберта, и для

простоты обозначений будем считать X и Y подмножествами пространства Н.

Пусть d является метрикой в НН, согласованной с его топологией. Если

g€Ud(XY), то в силу леммы 7.3 функция g может быть продолжена на

функцию g € С(НН). Множество конечных линейных комбинаций вида
£ А Л Л Л

£/=i fj(x)hj(y), где fj*hj принимают значения из С (И) \л к пробегает

натуральный ряд чисел, представляет собой алгебру, которая разделяет
точки в НН, так что для любого е > 0 в силу теоремы Стоуна—Вейерштрасса
может быть выбрана такая линейная комбинация, которая удовлетворяет
неравенству II2Дt fjhj—gi<€. Если {рп} — последовательность в Р(Х),
сходящаяся к мере р € Р(X), и {qn} — последовательность bP(Y) ,

сходящаяся к мере q € Р (V), а функции /у и Л/ являются ограничениями функций
Tf и hj соответственно на X и Y, то

limsup | / gd[pnqn)~ f gd(pq) |<
л-*~ XY XY

к

< lim sup | / (flf- 2 fjhj)d{pnqn) | +

л-*ов XY /-1

к

+ 2 lim | / /у</рЛ / />/оГ(7я
- / f/dp f h.dq | +

/=1 /i-**> Л" У А' У

к

+ Mm sup | / (2 f,h,-g)d(pq) \ < 2e.
w-ee Л-У /si

'

Непрерывность отображения аследует из эквивалентности утверждений (а)
и (б) в предложении 7.21. D
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Предложение 7.30. Пусть X и У -сепарабельные метризуемые
пространства, и пусть q{dy\x)— непрерывное стохастическое ядро на У при
условии X. Если функция f € С{ХУ), то функция X: X -*• R, определенная
формулой

Х(х)« ff{x,y)q(dy\x),

непрерывна.
Доказательство. Отображение v: X -*/> (XY), определенное как

Их) apxq{dy\x), непрерывно в силу следствия 7.21.1 и леммы 7.12. Имеем

Х(х) ■ (0/° v)M, где функция 6f\ P(XY) -» R равна вfir) - ffdr. Согласно

предложению 7.21, функция 0/ непрерывна. Следовательно, непрерывна
иХ.П

75. Полунепрерывные функции и измеримый по Борелю выбор

В алгоритме динамического программирования, определяемом
формулами (17) и (18) главы 1, многократно повторяются три операции. Сперва
производится оценка условного математического ожидания. Затем ищется

нижняя грань действительной функции двух переменных (состояние и

управление) по одной из этих переменных (управление). И наконец, чтобы

построить оптимальную или почти оптимальную стратегию, нужно выбрать
"селектор", который отображает каждое состояние в то управление, при

котором достигается или почти достигается инфимум, определенный на

втором шаге. В этом разделе приводятся результаты, из которых будет
следовать, что при определенных условиях рассматриваемые функции со

значениями в [-°°, +<*>] являются полунепрерывными и что селекторы

могут быть выбраны измеримыми по Борелю. Эти результаты
применяются к динамическому программированию в предложених 8.6, 8.7 и

следствиях 9.17.2, 9.17.3.
Определение 7.13. Пусть X — метризуемое пространство и г* —

действительная функция на X, принимающая значения из [-°°, +°°]. Если

множество {х € X | fix) < с) замкнуто при каждом с € Я, то говорят) что

функция f полунепрерывна снизу. Если множество {х € X \ f(x) > с) замкнуто

при каждом с € Я, то говорят, что функция f полунепрерывна сверху.
Заметим, что функция f полунепрерывна снизу тогда и только тогда,

когда —г* полунепрерывна сверху. Эта двойственность позволяет любой

результат о полунепрерывных снизу функциях переформулировать как

аналогичный результат о полунепрерывных сверху функциях, и будет
использоваться в последующих доказательствах. Заметим также, что если

функция f полунепрерывна снизу, то множества {х € Xir"(x) = -°°}и{х G

€ X\f{x) <°°}замкнуты, так как первое из них равно П^ {х€Х| fix) <
< —л},а второе совпадает с X. Аналогичный результат имеет место для

полунепрерывных сверху функций. Следующая лемма дает другое возможное

определение полунепрерывных сверху или снизу функций.
Лемма 7.13. Пусть X — метризуемое пространство, и пусть дана

функция f: X-+R\

(а) Функция f полунепрерывна снизу тогда и только тогда, когда для

любой последовательности {х„}С X, сходящейся к точке х €Е X, имеет

место неравенство

liminff(xw) > fix). (53)

(б) Функция f полунепрерывна сверху тогда и только тогда, когда для

любой последовательности {х„ }СХ, сходящейся к точке xGX, имеет место
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неравенство

lim sup Пх„) < fix). (54)
j|-»00

Доказательство. Предположим, что функция f полунепрерывна
снизу, и пусть хп -» х. Можно выделить подпоследовательность {хПк)
такую, чтох„Л -»х при*-*00 и

lim Пх„.)- lim inff(x„).

Для любого е > 0 определим функцию

в(е) =

lim inf f(x„) + e, если lim inf f(xn)>-*

— 1/e в противном случае.

Тогда существует положительное целое число к (е) такое, что НхПк) < 0(e)

для всех А: > к (е). Множество {/ € Х| Лк) < 0(б)} замкнуто и,

следовательно, содержит точку х. Отсюда вытекает неравенство (53). Обратно,
если выполняется неравенство (53) и для некоторого с G R { хп)
является последовательностью в множестве \yGX\f {у)<в{е)} , сходящейся
к точке х, то f (x) <с, так что функция f полунепрерывна снизу.

Утверждение (б) следует из двойственности, упомянутой ранее. D
Если функции f и д полунепрерывны снизу и ограничены снизу на X,

а хп -*х, то

Mm inf [f[xn) + gixn)] > lim inf f(x„) +

/t-»co п-юо

+ lim inf g(xn) > f(x)+flr(x),

поэтому функция f + g полунепрерывна снизу. Так же, если функция f

полунепрерывна снизу и число а > 0, то функция af полунепрерывна
снизу. Функции, полунепрерывные сверху, обладают аналогичными
свойствами.

Из неравенств (53) и (54) видно, что функция f: X-* Я
*

непрерывна
тогда и только тогда, когда она полунепрерывна и сверху и снизу. С

помощью приведенной ниже леммы часто удается выводить свойства

полунепрерывных функций из свойств непрерывных функций.
Лемма 7.14. Пусть X — метризуемое пространство и задана функция

f: X-+R*.

(а) Функция f полунепрерывна и ограничена снизу тогда и только

тогда, когда существует последовательность (fn)CC(X) такая, что fn t f.
(б) Функция f полунепрерывна и ограничена сверху тогда и только

тогда, когда существует последовательность (fn) CC{X) такая, что fn \ f.
Доказательство. Докажем только утверждение (а), из

двойственности будет вытекать (б). Предположим, что функция f
полунепрерывна снизу и ограничена снизу числом b € /?, и пусть d

— метрика в X,
согласованная сего топологией. Можно предположить, без ограничения
общности, что f Uo) < °°

в некоторой точке х0 € X, так как иначе результат

тривиален. (Можно взять, например, fn (х) = л для всех х € X.)
Как и в лемме 7.7, определим функцию

gnM= «nf [f(H>+ nd(x,y)].
уех

Точно так же, как при доказательстве леммы 7.7, показывается, что {дп\ —
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возрастающая последовательность непрерывных функций, ограниченных

снизу числом b и сверху функцией Л Чтобы доказать, что дп t f, вместо

непрерывности можно использовать свойство (53) полунепрерывных снизу

функций. В частности, соотношение (28) принимает вид

fix) < Mm inf f{yn) < lim g„{x) + e.

П-юо It-"»

Определим теперь функции fn ~min{/7, $„}. Любая функция fn
непрерывна и ограничена, и fn t г*. Это заканчивает доказательство прямого

утверждения.

Для доказательства обратного утверждения рассмотрим любую
последовательность {fn} С С(Х) с fn tr*. Ясно, что множество

оо

(xSX\f{x)&c) = П {xex\fn{x)< с)

замкнуто для любого с € Я. □

Следующее предложение показывает, что полунепрерывность функции

двух переменных сохраняется при интегрировании одной из переменных по

непрерывному стохастическому ядру.

Предложение 7.31. Пусть X и У - сепарабельные метризуемые
пространства, q[dy\x)— непрерывное стохастическое ядро на У при условии X, и

пусть функция f: ХУ -» R* измерима по Борелю. Положим

Мх) « ffix,y)q{dy\x).

(а) Если функция f полунепрерывна снизу и ограничена снизу, то и

функция X полунепрерывна снизу и ограничена снизу.

(б) Если функция f полунепрерывна сверху и ограничена сверху, то и

функция X полунепрерывна сверху и ограничена сверху.

Доказательство. -Докажем часть (а) утверждения; часть (б)
получается в силу, двойственности. Если функция f: ХУ -* Я*

полунепрерывна и ограничена снизу, то, согласно лемме 7.14, существует
последовательность \fn) СС(ХУ)такая, что fn t f. Определим функции Х„(х) =

= /ЛИ*/ y)q(dy\x). Из предложения 7.30 следует, что функции Х„
непрерывны и по теореме о монотонной сходимости \h t X. По лемме 7.14 функция X
полунепрерывна снизу. D

Важной операцией при выполнении алгоритма динамического

программирования является нахождение инфимума функции двух переменных.
В условиях полунепрерывности имеем следующий результат, относящийся
к этой операции.

Предложение 7.32. Пусть X и У — метризуемые пространства, и пусть
задана функция f: ХУ -» Я*. Определим функцию

Г(х) = inf fix, у). (55)

(а) Если функция f полунепрерывна снизу и У компактно, то

функция f* полунепрерывна снизу и для любого х € X инфимум в (55)
достигается при некотором у&У.

(б) Если функция f полунепрерывна сверху, то функция f* также

полунепрерывна сверху.
Доказательство.
(а) Фиксируем точку х и рассмотрим последовательность {уп} С

/такую, что f{x, yn) \r f*(x). Тогда {/„} имеет точку накопления у0 € У и из

леммы 7.13(a) следует, что fix, y0) ■ {*(х). Чтобы показать, что функ-
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ция f* полунепрерывна снизу, выберем последовательность {хп} СX

такую, что хп -*х0. Пусть последовательность (уп) С У такова, что

fixn,yn)9 ^*(*Д п =1,2,...

Существует подпоследовательность последовательности {(х„, уЛ)} ,

назовем ее (*Л*,НЛ*) • такая, что lim inf^eof (хя, /„)-lim*-».. ffc^, Ни*).
Последовательность {кЯл} имеет предельную точку у0 €Е Y, и по

лемме 7.13 (а)

Mm inf f*(xn) - lim inf Л*л, Кл) s

«

^lim^f(x„fc, К/1Л) > fix*, Ко) > f* (*o),

поэтому функция f*полунепрерывна снизу.
(б) Пусть dx и d2 — метрики вХ и в У, согласованные с их топологиями.

Если G С XV — открытое множество и точка х0 € proj* (G), то найдется

некоторая точка у0 € Y, для которой (х0, /о j € G, и найдется число € > О

такое, что

/Ve(x0,/0)= (ix,y)GX.Y\dllx,x0)<€, d2(y,y0)<e) Сб.

Тогда

х0е ргоЫЛ/е(х0,/о)] - {*€X|flfiU,x0><e)CproLr(G»f
поэтому множество proj^(G) открыто в X. Для любого числа с € R имеем

{х€Х|Г(х)<с)»ргоЫ {ix,y)eXY\fix,y)<c})..
Из полунепрерывности сверху функции f следует, что множество {(х, к) I
fix, у) < с) открытое, поэтому множество {х € Х| f* (x) < с}открыто
и функция f *

полунепрерывна сверху. D

Следующая важная операция алгоритма динамического
программирования — выбор измеримого "селектора", который ставит в

соответствие каждой точке х €Е X точку у € V, в которой достигается или почти

достигается инфимум в (55). Обсудим сначала измеримый по борелю выбор
для случая (а) предложения 7.32. Для этого нам потребуются хаусдорфо-
ва метрика и соответствующая топология на множестве 2 замкнутых
подмножеств компактного метрического пространства Y (дополнение В).

Пространство 2У при такой топологии компактно (предложение В.2) и,

следовательно, полно и сепарабельно. Далее потребуются несколько

вспомогательных лемм.

Лемма 7.15. Пусть Y - компактное метрическое пространство, и пусть

функция д: Y -* /?* полунепрерывна снизу. Тогда функция g*: 2Y -+/?*,
определенная формулой

дЧА)ш\уел (56)
00

если А ■ 0,

полунепрерывна снизу.
Доказательство. Так как пустое множество является

изолированной точкой в пространстве 2У, то достаточно доказать, что функция д*

полунепрерывна снизу на множестве 2Г—{0}. Как было показано выше

(предложение 7.32(a)), если задано непустое множество А Е 2Y, то

существует точка у € А такая, что д* (4) -

д (у). Пусть {А„} С2
Y
-

последовательность непустых множеств, имеющих пределом 4 € 2У, и пусть
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точки {уп} такие, что д*ИЛ) в
д (кя), п - 1, 2, Выберем

подпоследовательность {Км*} такую, что

lim д(уПк) я liminf д{уп) * lim inf 0*W„).
fc~»oo /1-»оо л~»оо

Подпоследовательность {/„ } имеет предельную точку у0 Е Y, и из

леммы 7.13 (а) получаем, что

д(Уо)< lim g(yn ) = lim inf д*1Ап).

Из соотношения (14) в приложении В и предложения В.З имеем (в

обозначениях приложения В) /о ^ lim 4„s4, поэтому

;
п~~

д*1АХд(у0)< lim inf *•(>»,,).

Доказываемое утверждение следует теперь из леммы 7.13 (а). D

Лемма 7.16. Пусть У — компактное метризуемое пространство, и пусть

функция д: Y -+ R* полунепрерывна снизу. Тогда отображение G: 2*7?* -»

-*2 Y, определенное формулой
GiA,c)=An{yeY\g(y)<c), (57)

измеримо по Борелю.
Доказательство. Покажем, что G является полунепрерывным

сверху отображением (К) (см., определение В.2), и применим

предложение В.4. Пусть {(Ап, сп)} С 2УЯ* - последовательность, имеющая

пределом пару И,с). Если Urr\n^ooG(An,cn) = ф, то

lim GiAm,cm)CG{A,c). (58)

В противном случае выберем к € Тите,,-,» G W„, с„). Существует
последовательность /?i < /?2 < -" номеров и последовательность Кя* е

GG[Ank,cnk),k = 1,2,..., такие, что уПк-*у. По определению уПк &АПк
для всех Аг, поэтому у €Нтя-юо4л =4. С другой стороны, д(уПк) < сПк,
к ■ 1, 2,..., и, используя полунепрерывность снизу функции 0, получаем

$( к) < lim inf g{ yn ) < lim cn «?•

Следовательно, у G G(A, с), выполняется включение (58) и

отображение G полунепрерывно снизу (К). О
Лемма 7.17. Пусть Y - компактное метризуемое пространство, и пусть

функция д: V -» /?* полунепрерывна снизу. Пусть д*: 2Y -+• /?* — функция,
определенная в (56). Тогда отображение G*: 2У -»2У, определенное
формулой

G*(A) =A n{yG Y\g{ у) < **И)} , (59)

измеримо по Борелю.
Доказательство. Пусть G - измеримая по Борелю функция,

заданная в (57). Из леммы 7.15 следует, что функция д* измерима по

Борелю. Сравнение соотношений (57) ^и (59) показывает, что G* 14) ■

= G[A, g*(A)]. Отсюда следует, что отображение G* также измеримо по

Борелю. D V
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Лемма 7.18. Пусть У - компактное метризуемое пространство.

Существует измеримое по Борелю отображение о: 2Y — {ф} -* У такое,

что о(А) € А для любого множества А € 2Y - {ф}.
Доказательство. Пусть {дп\п ■ 1, 2,...} — подмножество в

C{Y), разделяющее точки в У (например, такое подмножество

построено при доказательстве предложения 7.7). Как и в лемме 7.15, определим

функцию 9п' 2Y-+R*t полагая

( ттрл(/), если АФф,
9*п1А) = {>**

I °°, если 4=0,

и, как в лемме 7.17, определим отображение G„: 2Y -* 2Y равенством

G*IA) -А П{уе У\дп(у) < д*п{А)} - {у^А\дп[у) =дфп[А)) .

Определим рекурсивно отображения Нп: 2Y -* 2Y:

Н0(А)=А,

Нп{А) = бЦНп_хШ. " = 1,2,...

Тогда для любого АФф каждое множество Нп (А) не пусто и компактно и

А = Н0 (А) D Нх (А) Э И2 (А) Э • • •

Следовательно, П~=0Нп (А) Ф 0.
Если у,у'€П~я0Нп(А), то имеем

9*iY)-9ilHn-iiA)] =дп(У). n-1f2f...
Так как множество {yn|/i = 1, 2,...} разделяет точки в V, то получаем,
что у * у', и множество П~=0#я(4) должно состоять из единственной

точки, которую обозначим о{А).
Покажем, что для А.Фф

lim Нп(А)= П Я„(4)»{о(4)}. (60)
Я-*оо /1=0

Так как последовательность {нп(А)} невозрастающая, то из

соотношений (14) и (15) приложения В имеем

П Нп(А)С Jim Нп(А)С Ш Нп(А). (61)
л=0 л-+оо л-**»

Если у € lim „_*«, Нп (А), то существуют натуральные числа пх < п2 < ...

и последовательность /„ € Ял (4), А: - 1, 2,..., такие, что уп
-+•

у.

Для фиксированного к имеем уп € Ял при всех j > к, \л так как

множество Я„л (4) замкнуто, то получаем, что у € НПк (4). Следовательно,

К€П-=0ЯЛ(4) и

П^Я„(4)С О АУЯ(4). (62)

Из (61) и (62) следует (60).
Так как отображения G„ и Нп измеримы по борелю при каждом п,

то отображение v: 2Y - {0} -* 2Y, определенное как v{A) m {oiA)},
тоже измеримо по Борелю. Легко видеть, что отображение г: У -» 2Yt
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заданное как т(у) = {/}, является гомеоморфизмом. В силу
компактности пространства У множество т (Y) также компактно, и поэтому

замкнуто в 2У, а отображение г"1: т(У) -* Y измеримо по борелю. Так как

0s r~* о v, отсюда следует, что отображение о измеримо по борелю. D
Лемма 7.19. Пусть X — метризуемое пространство, У — компактное

метризуемое пространство, и пусть функция f: XY -» /?* полунепрерывна
снизу. Тогда отображение F: Л/?* -* 2Y, определенное формулой

F(x,c) = {yeY\f(x,y)<c}, (63)

измеримо по Борелю.
Доказательство. Доказательство аналогично доказательству

леммы 7.16. Устанавливается, что отображение F полунепрерывно (К)
сверху и применяется предложение В.4.

Пусть (х„, с,)) -» (х, с) в XR*, и пусть у
— элемент из множества

l7m„-*oo F (х„, сп) при условии, что это множество rte пусто. Существуют

натуральные чирла пг < п2 < ... и последовательность у„к € F Unfc/C„fc)
такие, что уПк ^у. Так как / [х„к, уПк) < сПк и функция f полунепрерывна

снизу, то можно заключить, что fix, у) < с, поэтому Ит„-«о F (х„, сп) С
С F (х,с) .Отсюда следует необходимый результат.D
Лемма 7.20. Пусть X — метризуемое пространство, Y — компактное

метризуемое пространство, и пусть функция f: XY -* R* полунепрерывна

снизу. Пусть f *: X -» Я* — функция, задаваемая формулой f*lx) =

■ minyG Y * to К) • Тогда отображение F*: X-» 2У:

F*(x)= {yeY\f(x,y)< f'ix)), (64)

измеримо по Борелю.

Доказательство. Пусть F — измеримая по Борелю функция,

определенная соотношением (63). В силу предложения 7.32 (а)

функция f* также измерима по борелю. Из формул (63) и (64) имеем F*[x) ■

= F [x, f *(х) ], откуда следует, что отображение F
*

тоже измеримо по

Борелю. □

Мы теперь готовы к доказательству теоремы о выборе для

полунепрерывных снизу функций.
Предложение 7.33. Пусть X — метризуемое пространство, Y —

компактное метризуемое пространство, D — замкнутое подмножество в XY,
и пусть функция f: D -+ R* полунепрерывна снизу. Определим функцию
f*' proix{D) -►/?* соотношением

f*(x)= min fix,у). (65)
y*Dx

Тогда множество proj^ (D) замкнуто в X, функция f* полунепрерывна

снизу, и существует измеримое по Борелю отображение #: projx(D) -* Y

такое,что Gr(<p) CD и*)

fix, v?(x)] = f* ix) Vx € proj,Y(0) • (66)

Доказательство. Сперва рассмотрим случай, когда D = XY. Как

и в лемме 7.18, пусть о: 2Y — {ф} -* V — измеримое по Борелю
отображение, удовлетворяющее условию о(А) €4 при любом А £ 2У — {ф}. Как

*) Через Gr(i^) обозначается график отображения у в пространстве XY. {Прим.

ред.) \
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и в лемме 7.20, пусть F*: X->2Y — измеримое по Борелю отображение,

определяемое соотношением

F*(x) = {yeY\f(x,y) = fm(x)}.

Из предложения 7.32 (а) следует, что функция f* полунепрерывна
снизу и F *(х) Фф для любого х € X. Поэтому композиция \р

■ а о F*
удовлетворяет равенству (66).

Предположим теперь, что множество D не обязательно совпадает с XV.
Чтобы убедиться в том, что множество pro\xiD) замкнуто, заметим,

что функция д =

—XD полунепрерывна снизу и

proj^tf»* {xex\g*{x)< -1},

где д*{х) = rr\\nyGYg{x, у). Согласно уже доказанному случаю нашего

предложения , ункция д* полунепрерывна снизу, множество projX{D)
замкнуто и существует измеримое по Борелю отображение xpt: X -* У

такое, что д [х, $х (х) ] = д*(х) для любого х € X или, что эквивалентно,

(х, v?i (х)) GD для каждого х G projX{D). л

Определим теперь полунепрерывную снизу функцию f :ХУ -*/?*,полагая
*

х \f(x,y), если (x,y)GD,
f(x,y)= \

I °° в противном случае.

Для всех чисел с £ Я имеем

{xeproix(D)\f*(x)< с) = {xGX\ min/(x,y)< с}.
yGY

л

Так как функция m\nyGY f (х, у) полунепрерывна снизу, то f также

полунепрерывна снизу. Пусть ^p2'X^Y- измеримое по Борелю
отображение, удовлетворяющее равенству

f[x, у?2 (х)] = min fix, у) Vx G X.

Ясно, что (х,<р2(х))€0 при любом х из борелевского множества

{xGX\ min f(x,y)< «>}.
yGY

Определим функцию \р\ proj^ (О) -► У формулой

(«01 (х), если min fix, у) = °°,

*<*>« >ек.л
I Фг (*)» если min f(x, к) < °°.

yGY

Функция v? измерима по Борелю и удовлетворяет равенству (66). D

Обратимся теперь к выбору в случае полунепрерывной сверху
функции. Анализ здесь значительно проще. Но, в отличие от "точного" селектора
в соотношении (66), в этом случае получается только "приблизительный"
селектор.
Лемма 7.21. Пусть X — метризуемое пространство, У - сепарабельное

метризуемое пространство и G — открытое подмножество в XY. Тогда

множество proj^(G) открыто и существует измеримая по Борелю
функция ур: proj x (G) -*У такая, что Gr(^) С G.

Доказательство. Пусть {уп\п = 1,2,...}— счетное всюду
плотное подмножество в У. Для фиксированной точки у € У, отображение
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f(xty)

ВСЮ ВСЮ
Рис.1

х -» (х, у) непрерывно, поэтому множество (хб Х\ {х, у) € G) открыто.
Положим G„ ■ (х€ Х| (х,у„) € G). Заметим, что proj^tG) = U~=1G,t-
открытое множество. Определим отображение </?: proj^(G) -► /формулой

(уг. если xGGw
и fV>U) = { »-*

1/я, ecflHx€Gw-U Gk, л = 2,3,...
* = i

Тогда i измеримо по Борелю, и Gr(i) С G. □

Предложение 7.34. Пусть X — метризуемое пространство, У - сепара-
бельное метризуемое пространство, D — открытое подмножество в XY,
и пусть функция /: D -*- R* полунепрерывна сверху. Определим функцию
f*: pro)x{D) -» R* формулой

Г(х) = inf f(x,K). (67)

Тогда множество proj^(O) открыто в X, функция f* полунепрерывна

сверху и для любого е > О существует измеримое по Борелю отображение
\р€: projx (D) -» Y такое, что Gr (<ре) С D и при каждом х 6 proj^ (О)
имеет место неравенство

I f*(x) + e, если f*(x) >-<*>,
Пх,<р€(х)}< \

ЧЙ ... х
<68)

l-1/e, если f (х) = — «>.

Доказательство. Множество proj^(D) открыто в X,согласно
лемме 7.21. Для того чтобы показать, что функция f* полунепрерывна

сверху, определим полунепрерывную сверху функцию f\ XY -+ R*t
полагая

а
% | fix, у), если (х, у) € D,

fix,y) = \I оо в противном случае.

Для любого с € R имеем

{xGprojx(0)|^(x)<c} {х€Х| inf f(x,y)<c),
yGY
\

и, согласно предложению 732 (б), это множество открыто.
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Пусть задано е > 0. Для * = 0, ±1, ±2,... определим множества (рис. 7.1)

А(к) = {ix,y)GD\f{x,y)< Are},
В{к)= {х€рго]х(0)|(Дг-1)е< f(x)< ke),
В(-°о)= {х е pro] X[D)\ fix) = -<*>},
ВМ= {xeproix{D)\f*(x) =<*>}.

Множества А{к), /г = 0, ±1, ±2,..., открыты, а множества В (к), к =

= 0, ±1, ±2, ...,£(- °°) и £ (°°) измеримы по Борелю. Согласно лемме7.21,

для каждого * = 0, ±1, ±2,... существуют измеримые по Борелю
отображения ук: рго\х(А(к)) -* Y такие, что Gr ($к) С А {к) и, существует

измеримое по Борелю отображение 7р: proj^(O) -» Y такое, что Gr(ip) С D.

Выберем целое число к* < -1/е2 и определим функцию <ре: proj^(O) -*

-»У формулой

(*к{х), еслих€Я(Аг), * = 0,±1,±2

VeM= \ £(*), если xGBM,

[<Рк*М* если х €£(-«>).

Так как В {к) С pro]х[А (к)] и В{—°°) С pro\x[А {к)] при каждом к,

такое определение возможно. Ясно, что отображение </?е измеримо по

Борелю и Gr (</?е) с 0- Если хЕ В (к), то, так как (х, укМ) €А {к), имеем

f[x,<p€ix)} =f[x,<pkix)] <к€< Г(х) + е.

Если х е £ (оо) f то А (х, к) - <» для всех к € Dx и f [х, </?6 (х) ] в «> - f
*

(х).
Если х€ В (— оо) , то имеем

f[x,<pe[x)] -Ях,^.(х)] < Ar*6< -1/6.

Следовательно, <р€ обладает всеми требуемыми свойствами. D

7.6. Аналитические множества

Центральное место в алгоритме динамического программирования

занимает нахождение инфимума функций, что в свою очередь тесно связано

с проекциями множеств. А именно, если задана функция f: XY -* R* и

функция f*: Х-*»/?* определена формулой

f*(x)= inf fix,у),
yGY

то для любого числа с € R имеет место соотношение

{xex\fm{x)<c) =proix{{{x,y)eXY\f{x,y)<c)).
Если f - борелевская функция, то множество {(х, у)\ f (х, у) < с} бо-

релевское. К сожалению, проекция борелевского множества не

обязательно является борелевским множеством. В борелевских пространствах,
однако, проекции борелевских множеств являются аналитическими

множествами, исследованию свойств которых и посвящен этот раздел.

7.6.7. Эквивалентные определения аналитических множеств

Существует несколько способов определения класса аналитических

множеств в борелевском пространстве X. Один из них состоит в том,

чтобы определить аналитические множества как проекции в X борелевских
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множеств пространства XY, где У — некоторое несчетное борелевское

пространство. Другая возможность -определить их как образы бэровского

нулевого пространства N при непрерывных отображениях N в X. Еще один

путь — определить их как все множества вида

U П S{olto2,....on),
(o,,a2,...)eN л = 1

где N — множество всех последовательностей натуральных чисел (бэров-
ское нулевое пространство), а S (ох, о2...., о„) - замкнутые множества

в X. Как будет показано в предложении 7.41, все эти определения
эквивалентны. Мы примем за исходный пункт третье определение, так как с ним

наиболее удобно работать.
Начнем с формального описания только что введенной операции с

множествами в терминах системы Суслина в пространстве с покрытием.

Определение 7.14. Пусть X — некоторое множество. Покрытие Р

множества X - это непустое семейство подмножеств из X. Пара (X, Р)
называется пространством с покрытием.

Если (X, Р)' ~ пространство с покрытием, обозначим через а(Р) а-ал-

гебру, порожденную Р, через Р$ —

совокупность всех пересечений
счетного числа элементов из Р, и через Ра - совокупность всех объединений

счетного числа элементов из Р. Напомним, что N обозначает множество

натуральных чисел, N — множество всех бесконечных последовательностей
натуральных чисел, 2 - множество всех конечных последовательностей
натуральных чисел.

Определение 7.15. Пусть (X, Р) — пространство с покрытием.
Системой Суслина для Р называется отображение 2 в Р. Ядром системы

Суслина S: 2 -> Р называется множество

/V(S) = U П S(ai,a2 оп). (69)
(a,,aa,...JSN n = \

Множество всех ядер систем Суслина для данного покрытия для Р будет

обозначаться через S (Р) *).

Для упрощения записи будем писать $ < г, если оу
= f i, o2

= f2# • • •

..•.onmSn. где* = (oi, a2,..., on) e 2 иг = (£,, f2,...) € N, В этих

обозначениях определение (69) принимает вид

/V(S)= U П S{s).
z<ZN s<z

В дальнейшем оба эти выражения используются на равных правах.

Заметим, что в формуле (69) участвует объединение несчетного числа

множеств, поэтому, когда Р является a-алгеброй, а S — системой

Суслина для Р, множество N{S) может не принадлежать Р. Ниже приводятся

некоторые свойства S(P).

Предложение 7.35. Пусть X - пространство с покрытиями Р и Q

такими, что PC Q. Тогда

(а) S(P) С S(Q); (б) S(P)6 = S(P); (в) S(P)a = S(P) ;

(г) PC S(P); (д) S(P)=SfS(P)].

*' В отечественной математической литературе множество N{S) принято, называть
"результатом >4-операции, примененной к системе S". Термины "^-операция" и

"Л-множество" введены М. Суслиным в честь открывшего их П.С. Александрова.
Позднее, Н.Н. Лузин стал называть Л-множества аналитическими множествами, и это
название закрепилось за ними (см. определение 7.16). {Прим. ред.)
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Доказательство.
(а) Очевидно.
(б) Ясно, что S(P>6 Э S(P). Выберем теперь n£ = 1/V(S*) e S(P)6,

где Sk — система Суслина для Р, к ■ 1, 2,... Этого достаточно, чтобы
построить такую систему Суслина 5 для Р, что

/V(S) = П /V(S*). (70)

Пусть П* - {(2/ - 1)2*""!|/ =1,2,...}, для к = 1, 2,... Тогда
множества ITi, П2,... образуют разбиение множества N на бесконечное

число бесконечных множеств. Для любого натурального числа к определим

функцию $к: Ы-+Ы формулой

Vfctfl, ?2, . . . ) s (?2*_р ?3.2*-Р *5.2*~р ' " " ' '

образно говоря, функция \рк выбирает из последовательности (f i, f2» • • •)
компоненты с индексами, принадлежащими П*. Мы хотим построить

такую систему Суслина S, для которой

П S{s)= П П Sfc (5) Vz€N. (71)
s<z fc = l *<^(*)

Соотношение (71) можно переписать в виде

nstti.fc W-

Для любой конечной последовательности (£i, ?2, ••, ?w) e 2) имеется

в точности одна пара натуральных чисел j \л к таких, что л = (2/ —1)2*"""*.
Положим

Wi.b U=S*K2*-..r3.2*-i {,(2/-1)2»->)- (73)

Этим определяется система Суслика S, для которой легко можно

проверить соотношение (72), а следовательно, и (71).
Воспользуемся теперь соотношением (71), чтобы доказать (70).

Выберем точку

x€/V(S) = U П Sis).
z<=N s<z

Для некоторого элемента г0 € N имеем

х€ П S(s) = П П Sfc(5).

Таким образом, для всех к

х€ П S*(s)C и П 5*М-/У(5*).
*<^fc(z0) z€N 5<z

Следовательно, xGO^.j/VtSfc) и

/V(S)C n N(Sk). (74)
* = i

Если задана точка х € n£=1/V(S*), то х 6 ^2€№*<25л <5* для

любого Аг, поэтому для любого к существует элемент гк € N такой, что
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x € ns< z Sk is). Рассмотрим такой элемент z0 € N, что ^Л (z0) я
**» * e

= 1, 2,... Тогда x G n]t=in*<^fc(z )^*'5'- Применение соотношения

(71) показывает, что
°

xG П Sis) С U О S(s)=/V(S)
5<z0 z€N 5<z

и кроме того

NiS)D П /V(S*). (75)
* = 1

Равенство (70) следует теперь из включений (74) и (75).
(в) Ясно, что S (Р) а

Э S (Р). Выберем U£ = 1 N(Sk) e S (?) а, где Sk -

система Суслиц* для Р, к ■ 1, 2,... Достаточно построить систему Сусли-
на 5 для Р, дл* которой

/V(S)= U N(Sk). (76)

Если задана конечная последовательность (f i, f2, • • •
* ?w) £ 2, то f i

=

= (2/- 1)2fc_l в точности для одной пары натуральных чисел у и к.

Положим

«Ь.Ь fc)-«(?/-1)2*-|f fa fc>-«*(/, fc fc).

Это определяет систему Суслина S, для которой

П SHV-1)2*-1. Hi fc,>- П S*</,fa £„)

V*G/V, V(/,fc....>€N. (77)

Возвращаясь к (76), выберем точку х G /V(S) = UzeNnK:S(s|.
Для некоторой последовательности (fi, ?2,...) £ N имеем х €

€ n~=|S(f,,f2,..., f„) и, выбирая у и к так, чтобы fi - (2/ -1)2*-*,
из соотношения (77) получим, что

хе П Sfc(/,fc fw)C/V(Sfc)C U N{Sk).

поэтому

N(S)C U /V(Sa:) . (78)

Если, с другой стороны, мы выберем

х€ U /V(S*)= U U П Skis),

то для некоторых числа к € N и последовательности (у, f2* • • •) е N
будем иметьxG n~s:lSk (у, f2,..., in) • Равенство (77) означает, что

х€ П S(«/-1)2*-\ f2 f„)C/V(S),
л = 1

поэтому

/V(S)3 U N(Sk). (79)
* = !

Соотношение (76) следует из включений (78) и (79).
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(г) Для множества Р G Р положим S(s) ■ Р при всех sGI. Тогда

/V(s) -Я.

(д) Доказательство этого утверждения увело бы нас слишком далеко,

поэтому оно вынесено в приложение 6, раздел 6.1. D

Вообще говоря, множество S(P) не замкнуто относительно операции

дополнения, поэтому в общем случае класс S (Р) не является а-алгеброй.

Для того чтобы класс S (Р) содержал а-алгебру а(Р), нам понадобится
одно дополнительное предположение.

Следствие 7.36.1. Пусть (X, Р) — пространство с покрытием, и пусть
дополнение любого множества из Р принадлежит S (Р). Тогда а(Р) С S (Р).

Доказательство. Наименьшая алгебра, содержащая Р, состоит

из конечных пересечений конечных объединений множеств из Р и их

дополнений. Согласно предложению 7.35, эти множества содержатся в

S[S[S(P)]] = S(P). Так как множество S(P) является монотонным

классом, оно содержит и а-алгебру, порожденную системой Р (Аш [7,
с. 19] >*>.

Определение 7.16. Пусть X — борелевское пространство. Обозначим
через Fx класс всех замкнутых множеств в X. Аналитическими

множествами в пространстве X называются элементы класса S (Fx).
Следствие 7.36.2. Пусть X - борелевское пространство. Счетные

пересечения и объединения аналитических множеств из X являются

аналитическими множествами.

Доказательство. Утверждение следует из предложения 7.35(6)
и (в). D

Предложение 7.36. Пусть X - борелевское пространство. Тогда
каждое борелевское множество в X является аналитическим множеством.

Более того, класс аналитических множеств S(F^) совпадает с классом

S(B^).
Доказательство. Любое открытое множество в X является Fa-

множеством (лемма 7.2), поэтому всякое открытое множество
аналитическое. Из следствия 7.35.1 следует, что Вд-С S(F^). В силу
предложения 7.35 (а) и (д)

S(F*) С SfB*) С S[S(F^)] = Ь(¥х). □

Если борелевское пространство X счетно, то любое множество в X
является и аналитическим и борелевским. Однако если X несчетно, то класс

аналитических множеств в X строго шире, чем В*-. Это показано в

приложении Б, где доказывается существование аналитического множества,

дополнение которого не является аналитическим.

Заметим, что из предложения 7.36 непосредственно следует, что если

Y является борелевским подмножеством борелевского пространства X,
то аналитические множества в Y являются аналитическими множествами

в X, содержащимися в Y. Обобщением этого факта является следующее

утверждение.

Следствие 7.36.1. Пусть X и Y — борелевские пространства, и

отображение кр\ X-*Y является борелевским изоморфизмом. Множество АС X
является аналитическим в том и только в том случае, когда \р(А) С Y —

аналитическое множество.

Доказательство. Если \р: X-+Y — борелевский изоморфизм и

А С X — аналитическое множество, то А = N(S), где S — система Сусли-
на для Fjf. Легко видеть, что <рМ) s А/(^°5), где ^S является систе-

•> Или см. Халмош (37], § 6. {Прим. ред.)
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мой Суслина для By, определенной равенством (<р ° S) is) я <^[S(s)],
поэтому множество у {А) аналитическое, согласно предложению 7.36.

Аналогично проверяется, что если ^И) С V- аналитическое множество, то

АС X также будет аналитическим множеством. D

Продолжим исследование различных эквивалентных характеризаций
аналитических множеств. В общем определении системы Суслина ничего

не требуется от вида отображения S: 2 -*Р. В случае, когда X

является сепарабельным метрическим пространством и Р ■ F^, можно не

ограничивая общности, считать, что 5 обладает определенной
структурой.

Определение 7.17. Пусть {X, Р) — пространство с покрытием и 5 —

система Суслина для Р. Система Суслина 5 называется регулярной, если

для любых п € N и (ai,a2,... ,ая+1)€2 имеем SiaXt a2,..., an) Э

Э S(ai,a2,:. .,o„+i).
Лемма 7.22УПусть (X,d) — сепарабельное метрическое пространство

и S — система Суслина для ?х- Тогда существует регулярная система

Суслина Я длц Fx такая, что N(R) - N(S) и

limdiam я|£г,£2,... ,?л) e0,
Я-*ее

ес/н/

«tfi.fa Г«>*0 V/>, (80)

для всех z - (fi, f2,...) G N.

Доказательство. Согласно свойству Линделефа, при любом

натуральном числе к, пространство X можно покрыть счетным семейством

открытых сфер вида Bkj = {х €Х| d(x,xkj) < Мк), /=1,2,... Для
любой последовательности (fi, fi, f2, f2,...) € N, положим

Я(?1,^,&) = *(?!,Г,)ПЯ-

««Fi.fbfa.fal-ffJfbJ'bfaJnSttbra»
и т.д. Тогда

П /?(S)=[ П **<: 1 П[ П SM]. (81)
*<(*,,*!,?„*■„...) * = 1 ** *<*

где *■ (fi, f2,. ..). Ясно, что Я является регулярной системой Суслина для

Рдг, и условие (80) выполняется. Если х € Л/(/?), то существует

последовательность (friifrbfcrfa,...)^ такая, что х€Пк(-
-

^2 }Я($),
поэтому, согласно соотношению (81), х € П5< ^ ^ ^S(s) C/V(S),

и, следовательно, Л/(Я) С A/(S). Если х € /V(S), то существует

последовательность (f I, f2,...) € N такая, что х € г\< (i. ^ у S (•). Так как

семейство {Вк/\/ = 1, 2,...} покрывает X, то для любого к найдется

натуральное число fk, при котором х € £ -
. Тогда х € П£=1Я - и,

согласно (81),х€П - - ,,/?(s) С Л/ (Я), поэтому Л/ (Я) Э

Э N(S). Значит, /V(ff) = /V(S). П ч
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Заметим, что если регулярная система Суслина удовлетворяет условию
(80), то для всех г из множества

Ni = {r€N| П R{s)*<t>)
s<z

множество n5<z/?(s) состоит из единственной точки, скажем, f(z).

Таким образом, N{R) = r*(Ni), и это соотношение позволяет дать другое

описание аналитических множеств. Имеем следующую лемму.
Лемма 7.23. Пусть (X, d) - полное сепарабельное метрическое про-

странство. Если А С X — непустое аналитическое множество, то

существуют замкнутое подмножество Nj множества N и непрерывная

функция f: Ni -» X такие, что А - f(Ni). И обратно, если Nt CN замкнуто
и f: Ni -» X — непрерывная функция, то f(Ni) — аналитическое

множество.

Доказательство. Пусть 4 = Л/(Я) — непустое множество, где

/? — регулярная система Суслина для F^, удовлетворяющая условию

(80). Положим

Ni
= <zGN| П ЯЫ*0}.

Пусть элемента = (fi, ?2г--) принадлежит N. Если множество

/M?i# ?2f ---# Г*) ^0 для любого п, то можно выбрать хЛ G Я (fi, f2#-. •

..., f„). Согласно условию (80), последовательность {х„} является

последовательностью Коши, и так как (X, of) — полное пространство, то {х„}
имеет предел х € X. Но из регулярности R вытекает, что {хт \т > /?} С
С /?(flr f2r..., tn) при любом/i, поэтому х€ fftfiffat--- r £„).
Следовательно, х € (^s<zR{s). Предположим теперь, что г € N — Nt.
Предшествующие рассуждения показывают, что для некоторого элемента

s„< z множество R{s„) я 0. Открытая окрестность [w € N|s„ < w)
содержит элемент z и содержится в множестве N — Nlf поэтому N — N, —

открытое, а Ых — замкнутое множества.

Для любого элемента г € N, положим функцию f(z) равной
единственной точке множества П5<2Ж$). Если {**} - последовательность

элементов из Nt, сходящаяся к элементу z0 = (?i, f2,...) £ Nt/ то в

силу условия (80) для любого е > 0 найдется элемент sn < z0l для
которого diam/? (*„) < е. Для достаточно больших к гк € {г € N|sn < z),
поэтому f(zk) € R{s„). Следовательно, d{f (zk), f{z0)) < 6\amR(sn) <

< e, откуда видно, что функция f непрерывна.
Чтобы показать обратное, предположим, что множество Nt С N

замкнуто и функция f: N, -» X непрерывна. Определим регулярную систему

Суслина R для F*, полагая

/?(5) = /({z€N1|5<z}),
где Я (5) - 0, если {г € Nt | s < г) = 0. Если г G Nt, то f (z) G (^S<ZR is) С
С N{R), поэтому f (Ni) С /V(fl). Если х € Л/(Я), то для некоторого г0=
= (?i# ?2г...) £ N имеем х€ nj<2 /?(5).Тогда

xef({zeux |(f,,f2 ГЛКг})
для любого /?, поэтому для любого е > 0 существует элемент гп € N i, Для

которого (f 1, f2,..., f „) <гяи </(х, г*(*л)) < е. Но при л
-»«>

последовательность z„ должна сходиться к z0. Из замкнутости множества Nt следует,
что г0 Е Ni, а из непрерывности функции f следует, что d(x, f{z0)) <6.

Ю» 147



Поскольку е > 0 произвольно, получаем, что f(z0) - х, х G f(N х) и Л/(Я) С

стг).п
Таким образом, аналитические множества можно охарактеризовать как

непрерывные образы замкнутых подмножеств пространства N. Чтобы

получить более тонкую характеризацию аналитических множеств, нам

понадобится следующая лемма.

Лемма 7.24. Если N i
- непустое замкнутое подмножество

пространства N, то существует непрерывная функция g: N -* N такая, что Ni -д(Ы).
Доказательство. Воспользуемся свойством Линделефа, чтобы

покрыть Nj счетным семейством непустых замкнутых множеств

(S(fi) I fi €/V}, удовлетворяющих условию

Ni 3SgU diam S^) < 1, fi = 1,2

где d — метрика в N, согласованная с его топологией, a diam S(f i)
определен форму/той (9). Покроем каждое множество S(f i) счетным

семейством непустых замкнутых множеств {S(fi, Г2Ж2 € Л/},
удовлетворяющих условию,

S(f i) Э stf1 Лг). diam S(f,, f2 )< 16, f2 = 1, 2

Продолжая это построение, получим, что для любой последовательности
(fir &2# - - •

t ffl-l)

«fi.fa f„>*U fii-1.2 (82)

Sfri.fa f«-i)- U Stfiffa f„), (83)

Stfь fa f„-i) 3S(flf f2 f„-i, f„), f„ - 1, 2 (84)

diamSffi, f2 f„) < lAi, f„ - 1, 2,... (85)

Из полноты пространства N и условий (82) — (85) следует, что для любого

элемента г € N множество r*s<zSk) состоит из единственной точки.

Обозначим эту точку gU). Тогда N(S) = д(Ы) = N,. Непрерывность
функции д доказывается как в лемме 7.23. D

Предложение 7.37. Пусть X — борелевское пространство. Непустое
множество А СХ является аналитическим тогда и только тогда, когда А = f(N)
для некоторой непрерывной функции f: N -» X.

Доказательство. Если X — полное пространство, то требуемое
утверждение следует из лемм 7.23 и 7.24. Если же X не полно, то оно

гомеоморфно борелвескому подмножеству полного сепарабельного
пространства, и требуемый результат вытекает из следствия 7.36.1. D

Предложение 7.37 устанавливает очень полезную характеризацию

непустых аналитических множеств в терминах непрерывных функций и

бэровского нулевого пространства N. Бэровское нулевое пространство
имеет простое описание и топология на нем обладает большой гибкостью.
Например, как уже было показано, оно гомеоморфно пространству N0 —

пространству иррациональных чисел на отрезке [0, 1 ]. Далее
устанавливается еще один важный гомеоморфизм.

Лемма 7.25. Пространство N гомеоморфно любому конечному или

счетному произведению таких же пространств.

Доказательство. Докажем лемму для случая счетного

произведения. Пусть Пь П2, ...
- разбиение множества N (множества

положительных целых чисел) на бесконечное числоЧЗесконечных множеств. Определим
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отображение </?: N -► NNN ..., полагая

*W-(*i,*a....). (86)

где элемент zfc образуется из компонент £ с индексами из 11*. Тогда <р —

взаимно однозначное отображение, и так как сходимость в пространстве

произведений является покомпонентной, то ^
- гомеоморфизм. D

Комбинируя лемму 7.25 и предложение 7.37, получаем следующий
результат.

Предложение 738. Пусть Хх, Х2,... - последовательность борелееских

пространств и Ак — аналитическое множество в Хк, к = 1, 2, ... Тогда

множества АХА2 ■ • • и АХА2 • • • Ап, п =1,2,..., являются

аналитическими соответственно в пространствах ХХХ2 • • • £/ XiX2 • •

/ Х„.
Доказательство. Пусть fk: N-*X- непрерывная функция такая,

что Ak = fjt(N), * = 1, 2, ... И пусть отображение <р задано

соотношением (86), а отображение F: 1414 >ХХХ2 формулой

FUi,*a,..-»-('ifriUa«*a>......

Тогда F °
у непрерывно отображает N на Ах, А2, ... Аналогично

поступаем с конечными произведениями. D

Другое следствие предложения 7.37 состоит в том, что непрерывный
образ аналитического множества, в частности проекция аналитического

множества, является аналитическим. Как уже говорилось в начале раздела,

именно этим свойством объясняется наш интерес к аналитическим

множествам. Сформируем теперь этот и связанный с ним факт, чтобы получить
еще одну характеризацию аналитических множеств.

Предложение 7.39. Пусть X и У — борелевские пространства, а А -

аналитическое множество в пространстве XY. Тогда projx И) является

аналитическим множеством. И обратно, для любого аналитического множества

С С X и произвольного несчетного борелевского пространства У
существует борелевское множество В СХУ такое, что С = proj^(£). Если У = N,
то множество В может быть выбрано замкнутым.
Доказательство. Если 4 = f(H) СХУ является аналитическим

множеством, где f - непрерывная функция, то proj^W) = (proj* ° f){f4)
является тоже аналитическим множеством в силу предложения 7.37^ Если
С = f(N) CX —^непустое аналитическое множество, то С = projx[Gr(r") J,
где множество Gr (г*) = \{f{z), г) € XN | г CN} замкнуто в силу

непрерывности функции г*. Если У — произвольное несчетное борелевское
пространство, то существует борелевский изоморфизм ^ из N на У

(следствие 7.16.1). Отображение Ф, определенное формулой Ф(х, z) = (х, <p(z)),
является борелевским изоморфизмом из XN на ХУ и

С=ргоЫФ[<Зг(Я]).а

До сих пор рассматривались только непрерывные образы аналитических

множеств. С помощью предложения 7.39 можно исследовать образы
аналитических множеств также и при борелееских отображениях.

Предложение 7.40. Пусть Хи У- борелевские пространства и f: X -» У -

борелевская функция. Если А СХ — аналитическое множество, то f(A) —

тоже аналитическое множество. Если множество В С У аналитическое, то

f~l (В) — тоже аналитическое.

Доказательство. Предположим, что А СХ — аналитическое

множество. Согласно предложению 7.39, существует борелевское множество
В CXN такое, что А - рго}х{В). Определим функцию ф: В -+У, полагая
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ф(х, г) = f(x). Тогда ф- борелевская функция, и следствие 7.14.1

показывает, что Gr (ДО G В^тму. Наконец, г*(4) = projy [Gr (ДО ] является

аналитическим множеством в силу предложения 7.39.

Если В С У — аналитическое множество, то В * /V(S), где S является

некоторой системой Суслина для Fy. Тогда Г1 (В) = N(f~x ° S), где А"1 о S

представляет собой систему Суслина для В*, определенную формулой

(Г1 oS)(5) = r![S(5)J Vs€2.

Аналитичность множества f~l(B) следует из предложения 7.36. D

Суммируем теперь эквивалентные определения аналитических множеств
в борелевских пространствах.

Предложение 7.41. Пусть X - борелвеское пространство. Следующие
определений семейства аналитических подмножеств пространства X эк-

вивалентны: J

(а) S(F*);
(б) SfB*);,
(в) пустое множество и образы пространства N при непрерывных

отображениях N в X;
(г) проекции в X замкнутых подмножеств в XN;
(д) проекции в X борелевских подмножеств в XV, где У — несчетное

борелевское пространство;
(е) образы борелевских множеств в У при измеримых по Борелю

отображениях У в X, где У — несчетное борелевское пространство.
Доказательство. Единственная новая характеризация содержится

здесь в (е). Если У является несчетным борелевским пространством и

функция f: У -*Х измерима по борелю, то в силу предложения 7.40 f{B)
является аналитическим множеством в X при любом В Е By. Чтобы
показать, что любое непустое аналитическое множество А СХ может быть

получено таким путем, рассмотрим борелевский изоморфизм кр из /на XN и

замкнутое множество F С XN такое, что proj^(F) = А. Положим В =

= \p~l(F) С By. Тогда (proj^-o $){В) =А Если/4 = 0, то г*(0) =4 для всех

борелевских функций f: У -»Х. П

7.6.2. Свойства измеримости аналитических множеств

В начале этого раздела указывалось, что действительные, в расширенном

смысле, функции на борелевском пространстве X, чьи множества нижнего

уровня являются аналитическими множествами, естественным образом
возникают при минимизации функции нескольких переменных по одной из них.

Так как класс аналитических множеств в несчетном борелевском
пространстве строго больше борелевской а-алгебры в нем (приложение Б), то такие

функции могут не быть измеримыми по борелю. Тем не менее их можно

интегрировать по любой вероятностной мере на пространстве {X, В*).
Чтобы показать это, необходимо изучить свойства измеримости
аналитических множеств.

Для борелевского пространства X и любой меры р € Р(Х) определим
р-внешнюю меру на X, которую будем обозначать через р*, полагая для

любого подмножества Е пространства X

р*(Е) = \Ы{р(В)\ЕСВ, Я€8*}. (87)

Внешняя мера возрастающей последовательности множеств обладает
следующим свойством сходимости: р (£л\ t p*(U*= xEn), если Ех С£2 с* • ■

Это легко получить из формулы (87), а также из уравнения (5) и

предложено
v



ния А.1 приложения А (см. также Аш [7, лемма 1.3.3]) *). Семейство Вх{р)
множеств таких, что

ВХФ) - U СХ |р*(£) + р*(£с) - 1} .

является а-алгеброй (Аш [7, теорема 1.3.5])***, называемой пополнением

о-алегбры Вх относительно меры р. Оно может быть представлено как

класс всех множеств вида В U/V, где В пробегает BXt а N пробегает

подмножества множеств р-меры нуль в В* (Аш [7, с. 18]) ***', при этом р*(Я U/V) =

s р{В). Более того, ограничение функции р* на Вд^р) является

вероятностной мерой и притом единственным продолжением функции р на Вх{р),
которое является вероятностной мерой. В дальнейшем будем обозначать эту

меру также через р и писать р(Е) вместо р*(Е) для всех множеств

ЕСВхф).
Определение 7.18. Пусть X — борелевское пространство. Универсальная

о-алгебра Ux определяется как U* = Пре р{х)Вх{р). Если Е € 1)х, то

будем говорить, что множество Е универсально измеримо.

Полезность аналитических множеств в теории меры в большой степени

проистекает из следующего утверждения.

Предложение 7.42. (теорема Лузина). Пусть X - борелевское
пространство и S — система Суслина для Ux. Тогда множество N{S) универсально
измеримо. Другими словами, $ {Ux) =UX.
Доказательство. Обозначим А = N(S), где S — система Суслина

для U^. Для конечной последовательности \о\9 ..., ok) G 2 определим
множества

Щог ок) = {(£,. f2,...» €N | f 1
- ai fk = ok} (88)

и

М(0! ok)-{{£l.S2§...)eH\tt<ol tk<ok)-
- U N(u тк). (89)

ri <°i Tk<°k

Определим также множество

Жог ок)= U П S(5). (90)
г€M(<J| vk) s <z

Тогда

Жох ок)СК(ох ок), (91)

где
к

К(ох о*)= U П S(u ту). (92)
ri <°i Tk<ak /ж1

Когда 0i t «>, то M(0f) t N и R(ox) t А Точно так же, если ok t °°, то

М(0!,...,0Л.,,0Л) t M(0i,...,0Jt^,)H^(01,...,0it_1,0it)t/?(0i,...,0it^1).
Для любой меры р € Р(Х) и произвольного числа е > 0 выберем

последовательность fI f f2»• • • такую, что

P*WXp* [*(fi)] +(e/2),

P*mSi f*-i>] <pM/?(?i ?*-i.i*H + (e/2M, * = 2, 3,...

*>Или Халмош (37, § 10]. {Прим. ред.)
**'Халмош [37], § 11 и 13. {Прим.ред.)
***' См. там же. {Прим. ред.)
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Тогда

р*(4) <р* [R(li,....J*>] + б, Лг= 1,2 (93)

Множество Aftfi, •
••* £*) универсально измеримо, поэтому из

включения (91) и неравенства (93) вытекает, что

1 =Р[К(?1 ?*)] + р[Х- /CtL ?*)] >

>p4*(fi F*H +PIX- #ftf! Г*П >

>p44)-e+p[X-tffrif...'.**)]. (94)

Покажем, что

П /Г»! ^)С4 Vffiff2f...)€N. (95)
* = i

Если
'

^

х€ Л /CJfi £*) = OU П S^ т,),(96)

рассуждением от противного покажем, что
к

xeS[Tx)n[ ПиП S{fltr2 тМ (97)
* = 2 г2 <Га 1"*<Г* /-2

для некоторого числа тх < fi. Если такого числа не существует, то для

всех Тх < fi должно существовать положительное целое число A:(ri), для

которого

x<tS(Tx)C)lril U П S(ti,t2 г,)].
*=2 г, <Г2 т*<ГЛ /=2

Если б-тах^^/г^Кто

** U {S(ri)r>[ Л U П S|rbT2 тЛ])Э
г,<Г, * = 2т2<Г, rk<tk /ш2

'

Э U П S(rlfr2 r,)-K1£t fjf),
П<Г, т-<Г* /-1

и получаем противоречие.

Применяя то же рассуждение к (97) вместо (96), установим
существование числа т2 < f2 такого, что

к

xeS(Tx)nS(Tx.T2)n[ П U Л S(TbT2,T3 i>)].
*"Эг, <г„...аг*<Г* /=з

Продолжая этот процесс, получим последовательность чисел тх <fbT2 <
< f2,... такую, что

х€ Л Sf?! Ffc)C/V(S)=A
Л = 1

Это доказывает включение (95), так как при к -*°° множество К($х,..., fЛ)
уменьшается до множества, содержащегося в А а X — /f(fi ,...,?*)
увеличивается до множества, содержащегося в X — А. Полагая к -*■ °° в

формуле (94), получим неравенство

1>р*И)-е+р*(Х-Л). \
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Так как е>0 произвольно, то

1>р*(4)+р*(Х-4).

С другой стороны, для любого множества £ С X справедливо неравенство

р*(Я+Р*(Х-£)>1, значит,

р*И)+Р*«Х-4) = 1,

и множество А измеримо относительно меры p. D

Следствие 7.42.1. Пусть X - борелевское пространство. Тогда любое
аналитическое подмножество из X универсально измеримо.

Доказательство. Замкнутые множества в X универсально

измеримы, поэтому S(Fjf) С Ux по предложению 7.42. D

Как отмечалось ранее, класс аналитических множеств в несчетном боре-
левском пространстве не является а-алгеброй, поэтому существуют
универсально измеримые множества, которые не являются аналитическими.

Действительно, в приложении 6 показано, что в любом несчетном борелевс-
ком пространстве универсальная а-алгебра строго больше, чем а-алгебра,
порожденная аналитическими множествами.

7.6.3. Аналитическое множество вероятностных мер

В предложении 7.25 было показано, что когда X является борелев-
ским пространством, то функция вА: Р(Х) -* [0, 1], определенная как

0>i(p) = рИ)# является борелевской для любого борелевского множества

А СХ. Теперь исследуем свойства этой функции, когда множество А

аналитическое. Основной результат состоит в том, что множество {р€
€ Р(Х) | р(А) > с} является аналитическим для каждого

действительного числа с.

Предложение 7.43. Пусть X — борелевское пространство и А -

аналитическое множество в X. Для любого числа cGR множество {р€
€ Р{Х) | рИ) > с} является аналитическим.

Доказательство. Пусть 5 — такая система Суслина для класса fx
замкнутых подмножеств из X, что А я N(S). Для элемента s € 2 пусть

множества N(s), M(s), R(s) и K(s) определяются соотношениями (88)-(90) и

(92). Тогда выполняются соотношения (91) и (95), а любое множество

K(s) замкнуто. Покажем, что для любого с S R справедливо равенство

(р€/>(Х)|рИ)>с}= П U П {pe/>(X)|p[/C(s)]>c-(1/n>} .

/1= 1 2€N S<2

(98)
Если р(А) > с, то для любого п > 1 существует последовательность

(fi, f 2* • • •) ^ N такая, что неравенство (93) верно при р = р и е = Мп.

Тогда из включения (91) следует, что

P№t fk)) >рШх ?*)]>рМ)-(Ш>с-(Мп), к = 1,2

поэтому

р= П U П {реР{Х)\р[КШ >с-(1/п)}.

С другой стороны, если дано, что

ре п и п {рер{Х)\р[кш >с-о/л)},
w= 1 z€N s<z
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то для любого п существует последовательность (£ь f2, • • •) е N, для

которой

р[ П /Ttfi £*)] = »т р[/С(Г1 Sk)]>c-(Vn).

Тогда из включения (95) следует, что

рИ)>с-(1//>), /i*1r2

поэтому р[А)>с, и равенство (98) доказано.

Предложение 7.25 гарантирует, что для любых п > 1 и s € 2 множество

rw(5)«{p€/>(X)|p[/C(s)]>c-(1//i)}
является борелевекимв ЯРО. Из равенства (98) следует, что

{р€Р(Х)|рИ)>с}= П Л/(ГЯ),

и требуемое Утверждение следует из предложения 7.36 и следствия 7.35.2. D
Следствие 7.43.1. Пусть X — борелевское пространство и А -

аналитическое множество в X. Тогда для любого числа с € R множество

{pGP[X) \p{A)>c} является аналитическим.

Доказательство. Для любого числа с € Я имеем

(pGP(X)|p(4)>c}= U {peP(X)|p(4)>c+(1//i)}.
л = 1

Требуемый результат получается из следствия 7.35.2 и предложения 7.43. D

7.7. Полуаналитические снизу функции и универсально измеримый выбор
В борелевском пространстве X существуют по крайней мере три

естественные а-алгебры*): борелевская а-алгебра Вх (определение 7.6),
универсальная а-алгебра Ux (определение 7.18) и аналитическая а-алгебра
Ах, которая сейчас будет определена.

Определение 7.19. Пусть X - борелевское пространство. Аналитической
о-алегброй Ах называется наименьшая а-алегбра, содержащая
аналитические множества в X. Символически А* = o[S(Fx) ]. Если Е € Ах, то будем

говорить, что Е — аналитически измеримое множество.

Из предложения 7.36 и теоремы Лузина (предложение 7.42) следует,
что для любого борелевского пространства X выполняются включения

Вх CS(Fjf) С Ад- CUjf. Если X — счетное пространство, то каждое из этих

семейств множеств совпадает с множеством всех подмножеств

пространства X. В приложении 6 показано, что если X несчетно, то каждое из

вышеупомянутых включений является строгим. Этот факт не будет
использоваться в конструктивной части развиваемой теории, он только позволяет

строить примеры, показывающие, что получаемые результаты нельзя

усилить.

Мы будем иметь дело с тремя типами измеримости функций,
соответствующими этим трем очшгебрам. Функции, измеримые по Борелю (иначе —

борелевские функции), были введены в определении 7.8. Остальные два

типа определяются ниже.

*) Четвертая а-алгебра - предельная а-алгебра Lx, заключенная между Ад-и Ux,
определяется в дополнении Б и рассматривается, там же и в разделе 11.1.
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Определение 7.20. Пусть X и У - борелевские пространства и f —

функция, отображающая множество D СХ в У. Если D € Ад- и f~!(£) G А*
для всех множеств 5 Е By, то говорят, что f - аналитически измеримая

функция. Если ОЕ U;r и f"!(0) G Ux для всех множеств в €Е By, то

говорят, что функция f универсально измерима.
Предыдущее обсуждение показывает, что любая борелевская функция

аналитически измерима, а любая аналитически измеримая функция
универсально измерима. Обращение этих утверждений неверно.

Установим сначала следующую характеризацию универсальной а-алгеб-

ры, которая понадобится в дальнейшем.
Лемма 7.26. Пусть X - борелевское пространство и Е СХ. Множество

£ € Ux тогда и только тогда, когда для любой меры р € Р(Х) существует

множество BGBX такое, что р{Е Д В) в 0.

Рассмотрим теперь вопрос о суперпозиции измеримых функций.
Суперпозиция борелевских функций снова измерима по Борелю. К сожалению,

суперпозиция аналитически измеримых функций может не быть

аналитически измеримой (см. приложение Б). Для универсально измеримых
функций имеет место следующий результат.

Предложение 7.44. Пусть X, У и Z - борелевские пространства, D € U^,
£ € U у. Предположим, что функции f: D-* У и g: E -+Z универсально

измеримы и f{D) С £. Тогда суперпозиция g о f функций g и f универсально

измерима.
Доказательство. Нужно показать, что для любого множества

£€BZ множество f~l[g~l{B)] универсально измеримо. Так как g~l{B) Е

EUy, достаточно показать, что f~l{U)€Ux Для всех множеств l/€Uy.
Для любой меры рЕР(Х) определим меру р GP{Y) формулой

р'(0=р[ГМО] VC€By.

Пусть множество V€ By такое, что

pirMlOArMlO] =р'(УД(У) = 0.

Множество f"l{V) принадлежит 1)х, поэтому существует множество W Е

ев*, для которого p[Wbrl(V)] = 0. Тогда p[W Af~l(U)] = 0.

Требуемый результат следует из леммы 7.26. □

Доказательство предложения 7.44 попутно устанавливает еще и

следующий факт.
Следствие 7.44.1. Пусть X и У — борелевские пространства, DG Ux и

f: D-+Y' — универсально измеримая функция. Если UG Uy, то f~l {U) € U*.

Так как Ах С 1)х, эти результаты можно приспособить и для

аналитически измеримых множеств и функций.
Следствие 7.44.2. Пусть X, У и Z — борелевские пространства, D G А*,

Е € Ау. Предположим, что функции f: 0-+У и g: E -+Z аналитически

измеримы и f{D) СЕ. Тогда суперпозиция g о f функций g и f универсально

измерима. Если A G Ау, то f~l И) G U*.
Напомним читателю, что для борелевских пространств X и У

стохастическое ядро q(dy I х) на У при условии X универсально измеримо, если

отображение у(х) = q(dy\x) из X в Р(У) универсально измеримо (см.
определение 7.12).

Следствие 7.44.3. Пусть X и У - борелевские пространства, и пусть

qidy | х) - стохастическое ядро на У при условии X такое, что q(dy \ х)
для любой точки х приписывает точке f(x) Е У вероятность, равную едини-
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це. Тогда q(dy\x) универсально измеримо тогда и только тогда, когда

функция f универсально измерима.

Доказательство. Пусть 6: У -*/>( У) — гомеоморфизм,
определенный соотношением Ъ (у) =ру (следствие 7.21.1), а у: Х-*Р{У)
-отображение у(х) ■ q(dy | х). Тогда у - б о f и f - б"1 о у. Требуемый результат
следует из предложения 7.44. D

Если X - борелевское пространство и f: X -* Я* - универсально
измеримая функция, то для любой меры р € Р{Х) функция f измерима
относительно пополненной борелевской а-алгебры Вх(р), и интеграл / fdp
определяется формулой

ffdp = ff+dp-ff-dp,

где применяется соглашение °° — °° = °°, а интегрирование выполняется на

пространстве с мерой (X, Вх(р), р). Если De \}х, то интеграл

fDfdpопределяется аналогичным образом. Имея, таким образом, интеграл,
определенный без использования р-внешней меры, можно теперь применять все

теоремы классического интегрирования, заботясь лишь об аккуратном сложении

бесконечностей*
Покажем теперь, что универсально измеримые стохастические ядра

можно использовать для определения вероятностных мер на произведении

пространств, как это было в предложении 7.28. Для этого потребуется
несколько вспомогательных лемм.

Лемма 7.27. Пусть даны борелевское пространство X и функция f: X -*

-+ R* Функция f универсально измерима тогда и только тогда, когда для
любой меры р € Р(Х) существует измеримая по Борелю функция fp: X

-*

-*Я* такая, что f{x)=fpW для почти всех по мере р точек х.

Доказательство. Предположим, что функция f - универсально
измерима, и пусть задана мера р € Р(Х). Положим Цг) = {х | f(x) <r}
для г G Q*. Тогда fix) - inf (г € Q* \ х € U(r)}. Пусть множество B{r ) G
€ В* такое, что р[В(г) Д U(r)] - 0. Положим*)

fp(x)
= \nf{reQ*\xGBH}= »nf фмв

rGQ*

где фг (х) ■ г, если х € £(г) и фг (х) ■ ее в противном случае. Тогда

функция fp\ X -+ R* измерима по Борелю, а множество

{x\fM*fpW)C U [Bir)AU(r)]
rGQ*

имеет меру р, равную нулю.
Обратно, если для любой меры р € Р{Х) существует борелевская

функция fp такая, что f(x) = fp(x) для почти всех по мере р точек х, то

p({x|f(x)<c}A{x|fp(x)<c})«0
для любого числа с € Я*, откуда следует универсальная измеримость

функции f. П

Лемму 7.27 можно использовать для еще одного определения интеграла

/ fdp в случае, когда f является универсально измеримой действительной в

расширенном смысле функцией на борелевском пространстве Xи рЕ Р(Х).
Полагая функцию fp такой же, как в лемме 7.27, можно определить / fdp -

*) Q* — множество действительных рациональных чисел, Q*
■ Q и(— «>, + оо)^{Прим.

ред.) \
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-= ffpdp. Легко показать, что это определение эквивалентно определению,

предшествующему лемме 7.27.

Лемма 7.28. Пусть Хи У' — борелвеские пространства, и пусть q(dy \ х) -

стохастическое ядро на У при условии X. Следующие утверждения
эквивалентны:

(а) стохастическое ядро q{dy \ х) универсально измеримо;

(б) для любого множества В 6 By отображение \в: X -+ R,
определенное как Хв(х) = q(B \ х), универсально измеримо;

(в) для любой меры р € Р(Х) существует борелевское стохастическое

ядро q^dy \ x) на У при условии X такое, что q(dy \ x) - qp(dy\ x) для

почти всех по мере р точек х.

Доказательство. Покажем, что (а) => (б) =* (в) =► (а). Пусть
выполнено (а). Тогда функция 7: X -*P(Y), задаваемая как у(х) = q(dy | х),
универсально измерима. Если £ Е В* и Хв определяется, как в (б), а

Вв9- РМ
"* Я задается формулой вв{р) = р(В), тогда отображение \в =

- #в ° У универсально измеримо в силу предложений 7.25 и 7.44.

Следовательно, (а) => (б).
Предположим, что выполнено (б), и выберем меру р G Р{Х). Так как

У - селарабельное метризуемое пространство, то существует счетная база

В топологии в V. Пусть F — совокупность всех множеств из В и всех их

конечных пересечений. Для множества F € F пусть fp будет борелевской
функцией, для которой г>(х) = q{F \x) Vx € BF, где BF € Вх и p(BF) » 1.

Такие функция г> и множество SF существуют, согласно сделанному
предположению (б) и лемме 7.27. Для х € HFe f ^f пусть qp(dy \x) =q{dy\x).
Для х ф nFGpBp пусть 9р(</у | х) будет некоторой фиксированной мерой
из Р{ У). Тогда q(dy \ x) = <7р(сУ | х) для почти всех по мере р точек х.

Класс тех множеств У из By, для которого функция qp(Y\ x) измерима по

Борелю по аргументу х, является системой Дынкина, содержащей F.
Класс F замкнут относительно конечных пересечений и порождает By,

поэтому утверждение (в) следует из теоремы о системе Дынкина
(предложение (7.24). Следовательно, (б) =Мв).

Предположим, что выполнено (в), и выберем меру р £ Р{Х). Пусть

qp(dy\x) определяется, как в предположении (в), и определим
отображения у, ур: Х-+Р(У), как у(х) = q(dy \х) и ур[х) = qp(dy | х). Если В €

GBP(A> то Ply'1 IB) АТр1 (В)] = 0. В силу леммы 7.26 множество у~1{В)
универсально измеримо. Следовательно, (в) =Ма). D

Лемма 7.29. Пусть X, У и Z — борелевские пространства, и пусть f:
XY -*Z — универсально измеримая функция. Для фиксированного х € X

определим функцию gx: У -+Z формулой дх [у) - f (x, у). Тогда функция
9Х универсально измерима при любом х € X.

Доказательство. Зафиксируем точку х0 € X. Пусть \р\ Y-+XY —

непрерывная функция, равная \р (у) = (х0/ у). Для любого Z € В2 имеем

{/e/i^wez} = <p-l({(x,y)e xy\ f [х,у) е z))
и это множество универсально измеримо по следствию 7.44.1. D

Стоит отметить, что для вероятностных пространств (fti,Fi,p) и (П2,
*г, я) существуют две естественные а-алгебры на £2i&2,£ именно, FiF2
и замыкание FiF2 а-алгебры Fi F2 относительно меры pq. Если

функция f: Sliil2 -+ Я является F t Р2-измеримой, то для любой точки coi € 0,г
Функция ды (со2) = f(coi, со2) является F2 -измеримой. Однако если
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функция f только F, F2-измерима, то можно утверждать, что 9ы%[со2)
является F2-измеримой лишь для почти всех по мерер точек сох. Случай,
исследуемый в лемме 7.29, является промежуточным среди этих двух,

так как U^y С U^y, и если р € Р(Х), q € Р (Y), a UjrUy обозначает
замыкание U^ily относительно меры pq, то UXy сихиУ- Отметим, что

имеет место более сильный результат, а именно, дх (у) является Uy-изме-
римой функцией для всех х € X, хотя предположение, что функция f
является U*у-измеримой, может быть слабее, чем предположение о ее

U^U у-измеримости.
Используем теперь свойства универсальной измеримости функций

для расширения предложения 7.28.

Предложение 7.45. Пусть Хх, Х2,... - последовательность борелев-
ских пространств, Уп = ХХХ2 • • • Хп, У = ХХХ2 • • • Пусть заданы мера
р Е Р(Х\) и универсально измеримые стохастические ядра qnidxn+x\yn)
на Xn+i при условии Уп, /7=1,2,... Тогда существуют единственные

вероятностные меры г п Е Р (Уп) такие, что

rniX&i'Zn) = f /'•• / 9fi-i(XJxt,x2 ,*„_i) X

if1 Х.2 2£lt— 1

X qn_2 №п_х\хх,х2,..., xn„2)--Qi (dx2\xx)p{dxx)

V*iZ BXi Xne*xn, » = 2,3,...
(99)

Если функция f: Yn-+R* универсально измерима и либо f f*drn < <*>,
либо ff~drn<<*>,TO

f fdrn = / /••• J f(xx, x2, xn) X
Yn Xx X2 Xn
X qn-\ (dxn\xx, x2 , х„_г)-^х (dx2\xx)p(dxx). (100)

Более того, существует единственная мера г Е Я (V) такая, что для
каждого п проекция меры г на Управна гп.
Доказательство. Существует борелевское стохастическое ядро

qx \dx2\xx), которое совпадает с qx (dx2\xx) при почти всех по мере р
значениях хх. Определим меру r2 Е Р(У2), полагая ее на измеримых

прямоугольниках, равной

г г {ХХХ2) = / qx (Х21X!) p(dxx) \/Хх Е BXi, Х2 Е Bv

(см. предложение 7.28). Предположим, что f: У2 ~+ [0, °°] универсально
измерима, и пусть f: У2 -+• [0, °°] — борелевская функция, совпадающая с f

на У2 - N, где Л/Е Ву2 и r2 (N) = 0. В силу предложения 7.28 имеем

0=r2(/V)= / fXNixx, x2)qx (dx2\xx)p(dxx) =

хх хг
- fQx(NXi\xx)p(dxx),

поэтому ^i(AL |xi) = 0 для почти всех по мере р точек хх. Поскольку

f(xx,x2) - f{x%. х2) для x2fENXi,jo
I / lf(xx,x2)-f{xl,x2)]ql{dx2\xx)\<

< f\fixx,x2) -f(xx, x2)\qx Wxolx,) = 0
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для почти всех по мерер значений хх. Следовательно,

/fUi, х2)Яг (dx2\xx) = / f (хх, x2)qx (dx2\xx) =

- f f(*u x2)qx (dx2\xx)
x2

для почти всех по мере р значений хх. Здесь левая часть измерима по Борелю
в силу предложения 7.29, поэтому правая часть универсально измерима

по лемме 7.27. Далее

ffdr2 = f?dr2= f f f(xx, x2)qx idx2\xl)p{dxx) =

Yt Y2 Xx X2
- / ffOc\, x2)qx [dx2\xx)p(dxx ).
X\ X%

Это доказывает равенство (100) для случая п ■ 2 и f > 0. Если функция
f: Y2 -+R* универсально измерима и удовлетворяет условию ff+dr2<<*>
или ff~dr2 < «>, то равенство (100) выполняется для f* и f, а

следовательно, оно выполняется и для f. Взяв f =

Xxjc * получаем

формулу (99).
—*

Предположим теперь, что утверждение доказано для п = к. Пусть

qk(dxk+x\yk) — стохастическое ядро, совпадающее с 9* (<***+il У*) для

почти всех по мере г к точек хк. Определим меру гк+1, полагая ее на

измеримых прямоугольниках равной

Or+i iX\X2- •.**+i) = / Qk^k+^Xi' x2t... ^ xk)drk
2fi £2 • • • Kk

Затем утверждение для значения п = к + 1 доказывается так же, как и для

случая п = 2 (см. также доказательство предложения 7.28).
Существование меры r€ P{Y) с проекциями на Х„, равными г„, /?з 2, 3,...
Доказывается точно так же, как в предложении 7.28. D

В ходе доказательства предложения 7.45 нами установлен еще и

следующий факт.
Предложение 7.46. Пусть X и Y — борелевские пространства, и пусть

функция f: XY -* R* универсально измерима. Пусть q(dy\x) —

универсально измеримое стохастическое ядро на Y при условии X. Тогда
отображение X: X-+R*, определенное формулой

Мх) - /f(x, y)qidy\x),

универсально измеримо.
Следствие 7.46.1. Пусть X - борелевское пространство, и пусть

функция f: X -* R *

универсально измерима. Тогда функция Of: P{X) -*• R*,
определенная формулой

вг{р) - //ф#

универсально измерима.

Доказательство. Определим универсально измеримое
стохастическое ядро на X при условии Р(Х), полагая ? (</х| р) -

р [dx). Результат

следует из предложения 7.46. □

Как упоминалось ранее, функция, получаемая в результате
минимизации по одной переменной действительной в расширенном смысле борелев-
ской функции двух переменных, имееет аналитические множества нижнего

уровня. Дадим этим функциям специальное название.
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Определение 7.21. Пусть даны борелевское пространство X, множество
D СХ и функция f: D-+R*. Если D — аналитическое множество и

множество {х € D\ f (x) < с} является аналитическим при любом с € Я, то будем
называть функцию / полуаналитической снизу.

Из определения видно, что полуаналитическая снизу функция
аналитически измерима. В следующей лемме установим некоторые характеризации

и основные свойства полуаналитических снизу функций.
Лемма 7.30.
(1) Пусть X — борелевское пространство, D - аналитическое множество

в X и f —функция, f: D-+R*. Следующие утверждения эквивалентны:

(а) функция f является полуаналитической снизу, т.е. множество

(х € D\fM < с) (101)

является аналитическим для всех с € R;
(б) множество (101) является аналитическим для всех с€/?*;
(в) множество

{х G DlMx) <c) (102)

является аналитическим для всех с € /?;
(г) множество (102) является аналитическим для всех с€Я*.

(2) Пусть X — борелевское пространство, D — аналитическое множество

в X и fn: D-+R*, п = 1, 2,... /
- последовательность

полуаналитических снизу функций. Тогда функции infnfn, sup,,/,,, lim inf„-+oof,,t/
lim sup,,.*» f„ являются полуаналитическими снизу. В частности, если

fn-+f,Tof — полуаналитическая снизу функция.
(3) Пусть X и У - борелевские пространства, g: X-+Yuf:g(X)-+R*.

Если функция д борелевская, а функция f - полуаналитическая снизу,
то функция fog является полуаналитической снизу.

(4) Пусть X — борелевское пространство, О — аналитическое множество

в X и даны функции f,g\ D-+R*. Если функции fug полуаналитические
снизу, то функция, f + g полуаналитическая снизу. Если, кроме того,
функция g борелевская и g > 0 или если f > 0 и g > 0, то функция fg
полуаналитическая снизу (здесь, по определению, 0-°° в °°-0 = 0(—°°) в

= (-оо)0 = 0).
Доказательство.
(1) Покажем, что (б) =* (а) =* (г) =► (в) =* (б). Ясно, что (б) =* (а).

Если выполнено (а), то множество (х G D\f(x) <<*>} = О аналитическое
по определению, в то время как множества

{х € D\fix) <--} = П {х € D\f(x)< -л},
л = 1

{х € D\f(x) <c) = П {x<ED\f(x)< c+ (!//?)}, с <Е R,
л=1

аналитические в силу следствия 7.35.2. Следовательно, (а) =► (г). Ясно,
что (в) ^ (б). Если выполнено (в), то множества

(х € D\f(x) < -оо} = ф9

(х € D\f(x)< оо} = U {х € 0|f(x)</?},
л=1

{х € 0|f(x) < с) = U {х € 0|f(x) <c- (1/л)}, с€Я,

являются аналитическими в силу следствия 7.35.2. Поэтому (в) =* (б).
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(2) Для любого с € R имеют место равенства

{х € D\ inf fn[x) < с) = U {x e D\fn(x) < с),
п л=1

{х € D|sup fn(x)<c) = П ix e D\fn(x)<c},
п л = 1

поэтому infn fn и sup„ fn являются полуаналитическими снизу функциями
в силу следствия 7.35.2 и части (1). Тогда функции

lim inf fn s sup inf fk, lim sup fn
= inf sup fk

/t-^e» n > 1 к > n /!-►«» n> \ к > n

являются также полуаналитическими снизу.
(3) Область определения д (X) функции f является аналитическим

множеством в силу предложения 7.40. Для любого с € Я множество

{х € Х| (f°g)(x)< с) =g-l({yeg{X)\f(y)< с})
является аналитическим в силу того же предложения.

(4) Для любого с€Я выполняется соотношение

{х € D\f(x) + д(х)< с) »

= U [{x G D\f(x)< г} П (х G 0|^(х) < c-r}J,

и это верно, даже если f (х) + у (х) - «> - оо = оо в некоторых точках х € 0.

Из следствия 7.35.2 получаем, что г* + д
— полуаналитическая снизу

функция, если только таковыми являются функции fug. Предположим теперь,
что д — борелевская функция и д > 0. Для любого с > 0 имеем

{х € 0|Пх)у(х)< с} =

= {х € 0|f(x) <0} U{x G О|^(х)<0)и
U [ U {х € D\fix)< r,gix)< c/r)],

rGQ, r>0

если же с<0, то

{x G D\fWg{x) < c}= U {x € D\f(x)< r, g[x) > c/r).
r€0. r<0

В обоих случаях множество {xGD\f{x)g (x) < с) является аналитическим

в силу следствия 7.35.2.

Предположим, что и f и д
— полуаналитические снизу неотрицательные

функции. Для числа с > 0 множество {х € D\f (х)д (х) < с}, как и ранее,

аналитическое, а для с < 0 это множество пустое, откуда следует, что

произведение fg является полуаналитической снизу функцией при том и

другом наборе предположений. D
В связи с леммой 7.30(3) заметим, что суперпозиция борелевской и

полуаналитической снизу функций будет полуаналитической снизу
функцией только в том случае, когда суперпозиция происходит в указанном

порядке. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим борелевское пространство X
и аналитическое множество А СХ, дополнение которого не является

аналитическим (см. приложение Б). Положим функцию f(x) = -XA{x);
эта функция полуаналитическая снизу, потому что множество {х €
£ X | f (х) < с) равно либо ф, либо 4, либо X в зависимости от величины с.

Пусть функция д: /?•-►/?• определена равенством д (с) - -с. Тогда Ха в

*

д ° f и эта функция не является полуаналитической снизу, так как
\х G X | Ха М < И) = Ас- Это также дает пример аналитически измеримой
Функции, которая не является полуаналитической снизу.
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Предложение 7.47. Пусть X и У — борелевские пространства, D —

аналитическое множество в XY и f: D-+R* —полуаналитическая снизу

функция. Тогда функция f *: proj* (D) -+R*, определенная формулой

fix) = inf fix, у), (103)
yGDx

является полуаналитической снизу. И обратно, если f*: X -* R
*
— заданная

полуаналитическая снизу функция, а У - несчетное борелевское
пространство, то существует борелевская функция f: XY-+R*, которая
удовлетворяет соотношению (103) npuD-XY.
Доказательство. Для доказательства первой части предложения

заметим, что если f: D-+R* — полуаналитическая снизу функция и с G R,
то множество

{xepro\x(Q)\ inf fix, y)<c)= projx{(x, у) € D\fix, у) < с)
y£Dx

является аналитическим в силу предложения 7.39.

Чтобы доказать обратную часть теоремы, рассмотрим

полуаналитическую снизу функцию f*: X -*Я *
и несчетное борелевское пространство У.

Положим Air) = {х € Х| г" *(x) < г) для г € Q. Тогда Air) -

аналитическое множество и по предложению 7.39 существует множество В (г) €
€ BXy такое, что Air) = pro]x[Bir)J. Положим G(r) = U,ee#,<,£($)
и определим функцию fi XY-+R* равенством

fix, у) = inf{r e Q | (х, у) € Gir)) = inf trix, у),
rGQ

где фг (*/ У) = г. если (х, у) 66|г),и #г (х/ у) ■ °° в противном случае.

Тогда функция г" измерима по Борелю. Пусть функция р определена
равенством g (х) = inf^€ yf (х/ у). Покажем, что f *(х) =

g (х) для всех х € X.

Если г" *(х) < с при некотором с € Я, то существует такое число г G Q,

для которого f *(х) < г < с, и поэтому х € 4 (г). Найдется также точка

К € У такая, что (х,у) GG ir) и, следовательно, / (х/ у) <r n g (х) <г < с.

Значит, функция g (х) не может быть больше чем f
*
(х).

Если 0 (х) < с при некотором с € R, то существуют г € Q и /€ V,
для которых g (х) < г < с и ix, у) G Gir). Поэтому для некоторого
s € Q, s <г, имеем (х, к) € В is) и х G A is). Отсюда следует, что f

*
ix) <

<$<г < с, а значит,функция f *

ix) не может быть больше g ix). П

Предложение 7.48.Пусть Хи У— борелевские пространства, f: ХУ-*R*—

полуаналитическая снизу функция, q(dy\x) — измеримое по Борелю

ядро на У при условии X. Тогда функция X: X -* R* определенная
формулой

\ix) - ffix, y)qidy\x),

является полуаналитической снизу*).
Доказательство. Предположим сначала, что f>0. Пусть fn ix, у) =

= min{/?, fix, у)}: Тогда каждая функция fn является полуаналитической
снизу и f„ t f. Множество

En - {(х, К, Ь) е Х/Я| f„ (х, у) < 6< п) =

- П U {(х, у, Ь) е XYR\ fnix, у) < г, г<Ь + (1/*) < п + (1/*)}

*) Этот результат (для f > 0), по-видимому, впервые установлен и применен к

задаче стохастического управления Звонкиным' [92]. [Прим. ред.)
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является аналитическим в XYR в силу следствия 7.35.2 и предложения 7.38.

Пустьд— мера Лебега на R, р € Р(ХУ) и рд
— произведение этих мер

на XYR. Согласно теореме Фубини,

(РМ) (£„) = / / XEdvdp = f [n-fn(x,y)]dp = n- f fn(x, y)dp.
XY R n

XY XY

По теореме о монотонном предельном переходе под знаком интеграла

для любого числа с € Я имеем

{peP(XY)\ff{x,y)dp<c)= П {pGP(XY)\ f fn(x,y)dp<c} =

w = l XY

= П {PeP{XY)\ (р»){Еп)> /i-c}.
/1=1

Отсюда по предложению 7.43 и из того факта, что отображение р-*рц
является непрерывным (лемма 7.12), следует, что функция 0/: P(XY) -*

-* Я*, определенная формулой 0/iP) - ff(x, у) dp, является

полуаналитической снизу. Ясно, что

Х(х) = Of[qidy\x)px).
Так как отображение х -* q{dy\x) из X в P{Y) измеримо по Борелю,
а отображения х -* рх и [q (dy\ x), рх] -+q(dy\x)px из X в Я (X) и из

P[X)P(Y) в P(XY) непрерывны (следствие 7.21.1 и лемма 7.12), то из

леммы 7.30 (3) следует, что X является полуаналитической снизу функцией.
Предположим теперь, что f <0. Положим fn(x, у) « max {-/7, fix, у)} .

Тогда каждая функция fn полуаналитическая снизу и fnlf. Множества
Еп = {(х, К/ Ь) е ХУЯ | fn (x, /)<6 <0} являются аналитическими и

(№)(£„)- / fXEndfidp = - / f„(x, К)с/р.
ху я ху

Для любого числа с € Я имеет место соотношение

{р€/>(Х/)|/Лх,к)ф<с}в J {р€/>(Х/)|/ХУ^(х/к)ф<с} =

л
■ 1

= и {peP(XY)\{pn)(En)>-c) .

л= 1

Проделав затем те же рассуждения, что и в случае f> 0, получим, что X —

полуаналитическая снизу функция.
В общем случае

/Пх, y)q(dy\x) = ff*ix. y)q(dy\x) - / Г(х, y)q(dy\x).

Функции f* n —f~ являются полуаналитическими снизу, значит, по

доказанному, каждое из слагаемых в правой части является полуаналитической
снизу функцией. Требуемый результат следует из леммы 7.30 (4). □

Следствие 7.48.1. Пусть X — борелевское пространство, и пусть f:

X -* R* — полуаналитическая снизу функция. Тогда функция Of. P{X) -* Я*,
определенная формулой

ef(p) = ffdp,

является полуаналитической снизу.
Доказательство. Определим измеримое по Борелю

стохастическое ядро на X при условии Р(Х) формулой q(dx\p) = p(dx). Применяя
предложение 7.48, приходим к нужному результату. □



Чтобы облегчить доказательство теоремы о выборе для
полуаналитических снизу функций, приведем сначала результат о выборе из

аналитического подмножества в произведении борелевских пространств. Читатель
заметит явное сходство между этим результатом и леммой 7.21, которая
использовалась при доказательстве теоремы о выборе для полунепрерывных
сверху функций.

Предложение 7.49 (теорема Янкова-фон Неймана). Пусть X и Y -

борелевские пространства и А- аналитическое множество в XY.

Существует аналитически измеримая функция \р: proJxW) -► У такая, что Gr(<p) С А.

Рис. 2

Доказательство, (рис. 7.2). Пусть f: N-»XУ — непрерывное
отображение, такое, что А - r"(N). Пусть д - proj^ о Л Тогда д: N -+ X

является непрерывным отображением N на projx-И). Для х G proj;r(4), g~x ({х})
есть непустое замкнутое множество в N. Пусть fi (х) — наименьшее целое

число, являющееся первой компонентой какого-либо из элементов zx Е

€д~1 ({*})• Пусть &(*)— наименьшее целое число, являющееся второй
компонентой какого-либо элемента z2 Gg~l ({ х }), первой компонентой
которого является4i(*). Вообще, пусть f*(x) — наименьшее целое число,

являющееся х-й компонентой некоторого элементаzk Gg~l({x)), первые
к — 1 компонент которого равны f i (х),..., £Л_ j (х). Положим #(х) =

ш (?i(*),?2(*), •.. )-Так какгЛ->^(х) при *-*«>, то

1Их)€*ГЧ{х)). (104)

Определим функцию \р\ proj;r(4)-* У как <р
■ proj^ о f о фг тогда

Gr(v?)C4.
Покажем, что \р является аналитически измеримой функцией. Как и при

доказательстве предложения 7.42 для любой конечной последовательности

iox, -... ,ok)GЕ, положим

Wo,,.,.,**)- {«f,,h....)€Nir,-0i Г* = а*Ь
W*i а*)-{»ьГ2....)€Ы|Г,<а1 Sk<ok).

Покажем сначала, что функция ^ аналитически измерима, т.е. что ф'1 (BN) С
С А*. Так как семейство{/V(s)|sG2} является базой топологии в N, то

в силу замечания вслед за определением 7.6 имеем, что о( {N(s)\s G £}) - В*.
Тогда

rl(B*i)-4>-lloi{Nis)\sei))] -oirll{Nis)\se2))]t

и этого достаточно, чтобы получить

4f'lWis)]GAx Vs€2. v (105)



Мы утверждаем, что для любого s - {ах, а2,..., ок) G 2 выполняется

соотношение

Г1 Wis)] -9ШМ]- иt д[М(ах о,_,, о/ - 1)]. (106)

где М(ох,..., a/_i, а/ — 1) s ф, если а/ - 1 s 0. Мы покажем это, проверив,
что ф"х [N{s)] является подмножеством множества в правой части формулы
(106), и наоборот.
Предположим, что х € ф~1 [Ms)). Пусть ф(х) - (Ji (х), ?2(*), . . . )• Тогда

tix)eN(s)CM(s), (107)

поэтому из соотношения (104) следует, что

х-дШх)]ед[М{$)]т (108)

Из соотношения (107) также вытекает, что f i (x) =

ох,..., J*(x) =

а*.
По построению функции ф число 0i является наименьшим целым числом,

служащим первой компонентой какого-либо элемента из д'х ({ х}), а при

у
= 2,..., к число оу — наименьшее целое число, служащее /«й компонентой

какого-либо элемента из$Г!( { х) ) с первыми (у - 1) компонентами,
равными ох,..., Oj_ i. Другими словами,

д-Ч{х))ПМ(о1 о/-ь0/-1)-ф, /-1 *.

Отсюда следует, что

А:

хф U flf[M(a, 0/_ьа/-1)]. (109)
/- i

Соотношения (108) и (109) влекут за собой включение
к

ф'ЧЩ*)] CglMis)} - U д[М{ох <j-i,c/-1)]. (110)
/= 1

Чтобы доказать обратное включение множеств, предположим, что

к

xGg[M(s)]-U g[M(ox abl/a/-1]. (111)
/= 1

Так как xGglM(s)], то должен существовать такой элемент у
=

= (г?1,т?2,...)€АГ!(х), что

*?i <a, Чк<ок. (112)

Ясно, что х GprowH)=0(N), поэтому функция ф(х) определена. Пусть

Ф(х) = (fi(x), f2(*£. • • )• Согласно (104), имеем д[ф(х)] =х, поэтому из

предположения (111) вытекает, что

ф(х) ^ М(о, <ty_ 1, о/ - 1). / - 2 к.

Так как ф(х)фМ{ох - 1), то мы знаем, что f, (x) >ох.Но fi (x) является
наименьшим целым числом, которое служит первой компонентой элемента,

принадлежащего д~1({х}), поэтому из неравенства (112) выводится, что

fi (х)<т?, <а,. Следовательно, fi(x) = a1. Аналогично, так как ф(х) £
£ М{$х(х),о2 — 1), то $2М^°2- Опять из неравенства (112) видно, что

$2 ix) < 1?2 < а2, поэтому f2 (*) =

02 • Продолжая таким же образом, можно

показать, что \j/{x)GN(s), т.е. х € ф"1 [/¥($)] и

ГЧЛ/Ы] D0[Af(s)] - U д[М(ох а/.ьау-l)]. (113)
/= 1

Из (110) и (113) следует равенство (106).
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Заметим теперь, что M(t) является открытым в N множеством при

любом f G £, поэтому glMit)] — аналитическое множество в силу

предложения 7.40. Соотношение (105) следует теперь из (106),так что

^-аналитически измеримая функция.
Из определения функции ^и борелевской измеримости функций f и

proj у получаем, что

Vх (By) - ф'1 (Г1 [projy1 (By)]) С ГХ if'1 IBxy]) С Г1 (BN).
Мы только что доказали, что ф~1 (Вщ) С А*, и отсюда следует, что функция

I аналитически измерима. О

Это дает возможность сформулировать теорему о выборе для
полуаналитических снизу функций.

Предложение 7.50. Пусть X и У - борелееские пространства, D С XY -

аналитическое Множество и f: D-* R* полуаналитическая снизу функция.
Определим функцию Р: proj х(О) -► R* формулой

Г(х) = jnf f(x,y). (114)
уе&х

(а) Для любого е>0существует аналитически измеримая функция
«р: projx(^) -* У такая, что Gr(^) CD и для всех х Gproj^(O) выполняется

неравенство

, ( f*U) + e, если Г(х)>-«,
f[x,$(x)] ■ {

1-1 /е, если f*(x) = -<»;

(б) множество

/s{xG projд-(О) | для некоторого ух G Dx, f(x, yx)-f* (х)}

универсально измеримо, и для любого е>0 существует универсально
измеримая функция \р: pro\X{D)-+У такая, что Gr(y)CD и для всех
х Е proj д-(О) выполняются соотношения

f[x,sp[x)) -fix), если xG/, (115)

,
Г Г(х) + е, если х$1, Г(х)>-~

Пх,<р(х)]<\ (116)
I — 1/е, если х£/, Г(х)=°°.

Доказательство.
(а) (ср. доказательство предложения 7.34 и рис. 7.1). Функция Р

полуаналитическая снизу, согласно предложению 7.47. Для к - 0, ± 1, ± 2, . . .

положим

AVc)={ix,y)GD\fix,y)<ke),
B{k)={xepro\x(D)\ik-1)e<r(x)<k€),
Bi-oo)=(xeproixiD)\r (х) = -оо}/
Я(оо)= {xepro\x(D)\r (х) = оо}.

Множества 4 (х), х = 0,± 1,±2,... , и £(-°°)аналитические, в то время
как множества В(к), к ■ 0, ± 1, ± 2,..., и Я(°°) аналитически измеримы.

По теореме Янкова - фон Неймана (предложение 7.49) для каждого

к = 0, ± 1, ± 2,... существуют аналитически измеримые функции <$к:
proj*[4(x)] -* /такие, что (х,</?*(х))е4(х) для всех х G proj^[4(x)], и

аналитически измеримая функция </?: pxo\x{D) -» У такая, что (х, </?(х» € 0
для всех х€ proj^(D). Пустьх* -целте,число такое, что к* < - 1/е2.Опре-



делим функцию у: рг(%(£>)-► /формулой

(<РкМ. если xGBik), Лг = 0,±1,±2

*р(х) - | Щх), если х € ЯМ,
I <РЛ« (х), если х € £(- °°).

Так как В (к) С proj^ [А (к) ] и Я(-т«>)с proj*№(Ar)] при всех/г, такое

определение возможно. Ясно, что <i
— аналитически измеримая функция,

Gr(</>) CD. Еслихе£Г(*),то(х,</ъ(х))е>М*) и

f[x,^(x)] -f[x#^(x)] <ke<f(x) + e.

Если х€ £Ч°°), то f (х, к) s °° при всех уG 0* и f[x,*p(x)] =«> = f*(x).
Если х €£(-«>), то

f[*,*(x)] -f[x,^*(x)J <**6<-1/e.

Следовательно, функция </? обладает всеми требуемыми свойствами,
(б) Рассмотрим множество £ С XYR*, определенное соотношением

*- {Кк,ь»|(х#к»ео# /1х#к)<ь).
Так как

£= П U {(x#K#bH(x#K)€D#f(x#|f)<r#r<ft+(1/lr)}f

то из следствия 7.35.2 и предложения 7.38 следует, что Е — аналитическое

множество в XYR*, и, следовательно, множество А = proj^/^ * (£)
аналитическое в XR*. Отображение Г: pro\x(D)-+XR*, определенное соотношением

Т{х) = (х, f*

(х)), аналитически измеримо, и

/-{x|(x#f (х))€4}-Г-М4).
По следствию 7.44.2 множество / универсально измеримо.

Так как Е — аналитическое множество, то по теореме Янкова — фон
Неймана существует аналитически измеримое отображениер: А -» /такое, что

(х, р(х, b), b)GE для всех (х, b) G4. Определим функцию ф: / ^ Y

соотношением

0(х)=р(х/Г(х)) = (роГ)(х) VxG/.

В силу следствия 7.44.2 функция 0 — универсально измерима, и по

построению f[x, ф\х)] < f* (x) для х € /. Следовательно,

Пх,ф{х)] -f#(x) VxG/. (117)

Согласно части (а), существует аналитически измеримая функция ф€:
proix(D)-*Y такая, что

f f*(x) + e, если f (х)>-оо,

^Фе(х,]<{_1/е есяи f,Ws_e
(118,

Определим функцию <р: proj^(O)-^/ соотношением

ф(х), если х€/,
tf(x) 1

Фе&Ь если х G proj^JD) - /,

Тогда <р — универсально измеримая функция, которая, согласно (117) и

(118), обладает всеми требуемыми свойствами. □
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Так как суперпозиция аналитически измеримых функций может не быть

аналитически измеримой (приложение Б), то селектор, полученный при

AOKa3afельстве предложения 7.50 (б), может не быть аналитически

измеримым. Суперпозиция универсально измеримых функций универсально

измерима, и поэтому полученный селектор универсально измерим. Однако

существует о-алгебра, называемая предельной о-алгеброй и лежащая между

А* и U*, такая, что суперпозиция предельно измеримых функций снова

предельно измерима. Эта а-алгебра исследуется в приложении Б, а

усиленный вариант предложения 7.50 устанавливается в разделе 11.1.

Глава 8

БОРЕЛЕВСКАЯ МОДЕЛЬ С КОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ

В главах 8^10 будет изучаться модель, очень похожая на ту, что

представлена в п. 2.3.2. С точки зрения приложений эта модель рассмотрена
в монографии Бертсекаса "Динамическое программирование и

стохастическое управление" [12], на которую мы будем постоянно ссылаться.

В модели из п. 2.3.2 или из книги [12] имеется счетное пространство

возмущений и произвольные пространства состояний и управлений, в то

время как в рассматриваемой здесь модели пространства состояний,

управлений и возмущений будут борелевскими.

8.1. Модель

Определение 8.1. Модель стохастического оптимального управления

с конечным горизонтом задается девятью элементами (S, С, U, W, p, f,
a, g, N), которые мы сейчас опишем. Буквы х и и используются для обоэ:
начения элементов множеств S и С соответственно.

5 — пространство состояний. Непустое борелевское пространство.
С - пространство управлений. Непустое борелевское пространство.
U — ограничения на управление. Функция на множестве 5 со значениями

в классе непустых подмножеств из С. Предполагается, что множество

Г= {(x,</)|xGS, uGUifc)) (1)

является аналитическим в5С.
W — пространство возмущений. Непустое борелевское пространство.

p{dw\ х, и) — ядро возмущений. Измеримое по Борелю стохастическое

ядро на И^при условии SC.
f — функция системы. Измеримая по Борелю функция на SCW со

значениями в 5.

a - коэффициент дисконтирования. Положительное действительное
число.

9
— функция издержек за один шаг. Полуаналитическая снизу функция

на Г со значениями в /?*.

/V— горизонт. Положительное целое число.

Мы наблюдаем систему, переходящую из состояния хк в состояние

хк +1 ' согласно уравнению системы

хк +1
= fbk.uk. wfc), * = 0,1 N -2,

причем издержки на каждом шаге равны ?{*к, ик). Возмущения wk
являются случайными объектами с распределениями вероятностей p(dwk\ xk,
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uk,). Наша цель состоит в том, чтобы выбирать управления ик в

зависимости от истории (х0, "о* • • • >хк- 1' ик- v **)так' что6ь|

минимизировать выражение

E{V a*gbck,uk)) . (2)
Дс=0

Смысл этого выражения будет раскрыт несколько позднее. Ограничения
состоят в том, что если Аг-м состоянием является хк, то *-е управление

должно выбираться из множества Ц*к).
В моделях из п. 2.3.2 и [12] функция издержек за один шаг д зависит

также от возмущения, т.е. имеет вид д(к и, w).*Этот вариант

сводится к рассматриваемому заменой функции £(х, и, w) на функцию

0 (х, и) = fgfr, </, w)p{dw \x,u).

Если функция д{х,и, w) полуаналитическая снизу, то таковой будет

и функция J(x, и) (предложение 7.48). Если распределение p(dw\ x, и)
непрерывно, а функция д{х, и, w) полунепрерывна снизу и ограничена

снизу или полунепрерывна сверху и ограничена сверху, то функция

jT(x, и) будет соответственно полунепрерывна снизу и ограничена снизу

или полунепрерывна сверху и ограничена сверху (предложение 7.31).
Так как мы имеем дело только с этими тремя случаями, то, без потери
общности, можем считать, что функция издержек за один шаг не зависит

от возмущений.
Модель представленная в определении 8.1, является стационарной, т.е.

ее параметры не изменяются от шага к шагу. Вопрос о сведении

нестационарной модели к стационарной рассматривается в разделе 10.1.

Для упрощения обозначений введем в рассмотрение стохастическое

ядро переходов (в пространстве состояний) на 5 при условии SC,
определяемое формулой*)

t[B \х,и) =р( { w | f(x,</, w) ев) \х,и) =р(Г1 {B(Xt u) \х,и). (3)

Каю видно из определения, t{B\ x, и) есть вероятность того, что (*+ 1)-е
состояние содержится в множестве В при условии, что Аг-е состояние равно
х, а /г-е управление равно и. Из предложения 7.26 и следствия 7.26.1 еле

дует, что функция t(dx' | х, и) измерима по Борелю.
Определение 8.2. Стратегией в модели из определения 8.1 называется

последовательность я = {ц0,цг,...,pN_ х),в которойVk{duk | х0,и0,...,
uk-\>xk) ПРИ каждом к является универсально измеримым
стохастическим ядром на С при условии SC • • • CS, удовлетворяющим
соотношению

lik(UI*k)\x0tu0..m ,</*_,.**) = 1

для любой истории (*о, "о, • • •
, ик-х, *к). Если при любом к мера цк

зависит только от пары ко,хк), то стратегия я называется полу-

марковской. Если мера цк зависит только от хк, то стратегия я

называется марковской. Если для любого к и любой истории (х0, и0, . . .
, ик_,,

xik) мера Hk{duk \ х0, и0, . . .
, ик_ х,хк) приписывает единичную массу

некоторой точке из пространства С, то стратегия я называется

нерандомизированной. В этом случае, несколько нарушив обозначения, стратегию

*) Введенный здесь объект другие авторы называют переходной функцией

рассматриваемой модели. {Прим. ред.)
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я можно рассматривать как последовательность универсально измеримых

(следствие 7МАЗ) отображений цк :SC» • • CS -*С таких, что

Цк (х0 * ио. • • •»ик _ х, хк) € Ufrk)
для любой истории (х0, а0, . . .

, ик_х, *к). Если F есть некоторый тип

а-алгебр в борелевских пространствах и все компоненты стохастического

ядра стратегии F-измеримы, мы скажем, что стратегия Р-измерима.
(Например^ может представлять собой борелевские о-алгебры или

аналитические оалгебры.)
Обозначим через П' множество всех стратегий для моделей в

определении 8.2 а через П — множество всех марковских стратегий. Будет
показано, что во многих случаях, для того чтобы найти "наилучшую"
из допущенных стратегий, не нужно выходить за пределы множества П.
В большинстве случаев "наилучшая" стратегия может быть выбрана в

классе нерандомизированных стратегий. Так как множество Г

аналитическое, то теорема Янкова — фон Неймана (предложение 7.49)
гарантирует, что существует по крайней мере одна нерандомизированная
марковская стратегия, поэтому множества П и П' не пусты.

Нерандомизированная марковская стратегия я = (д 0, ц 1,. .., цм_,)
представляет собой вариант стратегии в смысле раздела 2.1 для
конечного горизонта. Понятие стратегии, данное в определении 8.2, шире
аналогичного понятия из раздела 2.1, за счет того, что допускаются

нерандомизированные немарковские стратегии. Однако оно одновременно и уже
из-за того, что требуется универсальная измеримость.

Теперь мы в состоянии дать точное толкование выражению (2). Здесь
и в дальнейшем мы часто для ясности нумеруем пространства состояний

и управлений. Однако, за исключением главы 10, в которой
рассматривается нестационарная модель, мы всегда будем понимать под Sk само

пространство S, а под Ск само пространство С. Предположим, чтор € P{S),
а я s (ц0, Ml »• • •

% Мдг-1) ~ стратегия из определения 8.1. Согласно

предложению 7.45, существует единственная вероятностная мера rN{it, p) на

множестве S0C0 ••• SN_1CN_. такая, что для любой универсально

измеримой функции h : S0C0 • • • SN_ iC#_ i
-* Я*, удовлетворяющей

одному из неравенств fh *dr ^я, р) < «> или fji ~drN (<Rtp) < oor

fhdrN(it,p) =

SsJCq fSi
• •

fSNl fCNi hfio.uo

xN-\'UN-0VN-\(dUN_x \X0.U0 "*-2'ХЛГ-1>Х

X t(dxN_x \xN_2,uN_2)-t[dxx \x0,u0) Voidu0\x0)p{cb<0), (4)

где t{dx' | x, и) представляет собой измеримое по Борелю стохастическое

ядро, определенное формулой (3). Далее, из соотношения (4) следует, что

fh drN(n,px) есть универсально измеримая функция отх (предложение7.46),
и если функция h и стратегия я измеримы по Борелю, то fh drN(n, px)
является борелевской функцией (предложение 7.29).

Определение 8.3. Пусть я = (ji0, Ц\, ...,Мдг_ 1) — стратегия для модели

в определении 8.1. Для любого К <N издержками за К шагов при
стратегии it в состоянии х GS называется величина

Jk я<*> s/ [ К* ,а*0<**."*>1 drN(-ntpx)t (5)

где для любой стратегии я Е П' и любого р €Е P(S), rN{ir, p) представ-
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ляет собой единственную вероятностную меру,удовлетворяющую

соотношению (4). Оптимальные издержки за К шагов в точке х равны

J* (x) = inf
*

J -(х). (6)к пёп *'я

Для любого е > 0 стратегия я называется е -оптимальной при горизонте

/С, если

( ./*(х) + е при •/*(*)>-«>,
JK 7Г<*> < \ .к>*

щ\ -1/е при */*(х) = -оо.

Если 7^ я(х) = J£(x), то стратегия я оптимальнапри горизонте К в

точке х. Если стратегия я е-оптимальна при горизонте К или оптимальна при

горизонте К в любой точке х G 5,то говорят, что она соответственно
е-оптимальна при горизонте К или оптимальна при горизонте К. Для
последовательности {еп } положительных чисел с eni О говорим, что последовательность

стратегий {ял} обладает { ел } - мажорируемой сходимостью к

оптимальности при горизонте К, если lim JK п =*/^ и для п = 2,3,... выполняют-

ся неравенства

i •/*(х) + ея# если ./£(*) >-°°.
У*,я„<хЬ< [,*1 •/*.»||_1 + *я. если 7*(х) = -во.

Если К ■ /V, то слова "при.горизонте /С "в приведенных выше

определениях будем опускать.
Заметим, что величина J£ не зависит от горизонта /V, пока К <N.

Отметим также, что функция JK я(х) универсально измерима по х. Если

я - измеримая по Борелю стратегия, и функция g борелевская, то

функция ./^ п(х) тоже борелевская пох.

Для любых стратегии я - {ц 0, М i, . .
., liN_ i) е П' и меры р € Я(5)

обозначим через <7*(я,р) проекцию распределения rN(n,p) на SkCk. Если

в соотношении (4) взять Л ■

X с . . . ^ о ^ с ^ » т<> п<>лУ-

чим, что

qk(*.P)(SkCk) =/5o /Co /?|. • -1Ск_г fsk»klQh I *о,"о

uk„x.xk)t{dxk \xk_\,uk_x)iik_x(duk_x \x0,u0

uk-2>xk-i)' ••*<<*! \x0tu0)^0{du0 \x0)p{dx0) =

= fs0C0-- Sk_xCk^x fs^klQc Uo.^0». --'Uk-V**) X

x г(йгл I xh _ x, uh _, k/rfc _ t (ff.P) vsfc e b5, ск е вс. (7)

Из соотношений (1) и (7) видно, что як{п,р){Г) = 1. Если стратегия я

является марковской, то соотношение (7) приобретает вид

X tidxk\xk_ltu-k_l)dqk_lin.p) VSkeBs, £kGBc. (8)

Если справедливо одно из неравенств

fSkck9-<'Qkl«.Px)<00 Vir€II#. xGS, * = 0 /V-1, (fj
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или

fskck9*d^k^'Px)<00 v*en', xes, /r-o N-^, (F+)

то из леммы 7.11(6) следует, что для любых стратегии я в п' и

состояния х € S имеет место равенство

•/*. .W
-

Д
"* /SfcCfc **к(«.РхЬ * - 1. •;

• • * <9>

В дальнейшем, если перед формулировкой какого-либо предложения
появляется символ (F*) (соответственно (F ")), то условие (F*)
(соответственно (F')) понимается как часть предположений этого предложения.

Если появляются оба символа (F*) и (F~), то предложение

справедливо, если в предсоложения включено одно из этих условий (F*) или (F~).

Для данной стратегии я' € II' может не существовать марковской
стратегии, которая была бы не хуже чем я' при каждом х G S, т.е. такой

стратегии я € П, для которой выполнялось бы неравенство

/*.<*> <•/*,,.<*» (Ю)

для любого х € S. Однако если состояние х фиксировано, то можно найти

марковскую стратегию я, удовлетворяющую неравенству (10).
Предложение 8.1. {F*){F~) Для любых х € S и it' Gil' существует

марковская стратегия я такая, что

JK.wMmJK.w'W. *=1 N- <11>

Доказательство. Пусть заданы стратегия я1 = 1Мо# jii,...,
Мл-1 ) и состояние х € S. Пусть (pk (duk \ хк){к

- 0,1, . . . ,/У-1)-изме-
римые по Борелю стохастические ядра, получаемые декомпозицией
распределения qk{ir',p*) (следствие 7.27.2), т.е.

9*(*'.Рх>(5* £*И fskVklQk \хк)Рк(*.Рх)№к)

vskeBs. скевс, (12)

где рл(я',рх) есть проекция qk(n' ,px) на Sfc. Из соотношения (12)

следует, что

У-ЯкЫ\р^(Г)- !5кцк{и^к)\хк)рк{п\рх)((^хк1
поэтому необходимо, чтобы равенство цк(Цкк)\ хк) = 1 выполнялось

для почти всех по мере рк{п' ,рх) точек хк. Изменив- в случае

необходимости цк(- | хк) на множестве меры нуль по мерерк{п' ,РХ), мы можем

считать, что соотношение (12) выполнимо, так что я = (м<ь Mi, • -
-. %_ t)

является стратегией в смысле определения 8.2. Соотношение (11) будет
следовать из (9), если показать, что qki*',РХ) ЛЯк(^,Рх) для всех

Ar = 0,1,...,/V-1.
Для доказательства последнего достаточно показать, что равенство

Qki*'.px)lskQk) = <iHl"'Px)<§*Qk) *§кев5. скевс (13)

выполняется для всех к = 0,1, . . .
,
N — 1. Докажем (13) по индукции. При

Ar = 0, S0G Bs и Со^ Вс из соотношения (12) получим, что

<7o«PjcH50Co)= / Ho(C0\x0)px(dx0) \qo(7itpx)(S0C0).



Если qktf.Px) = Qklfi*Px) Дпя Sit+1 GB^.Cit+i €Bcr то из соотношения

(12) следует, что

^Дг+ 1 <^'. Рх><^*:+ 1СЛ+1) = /S* +1 ^*г+1 (СЛ+ 1 кл+ 1 )РДг+ 1 (^', Рх > W>f/t+ 1 )-

(14)
Из соотношения (7) видно,~что

Pk^i^l.Px)(Sk^l)^fSkckt(Sk+l\xkfuk)dqk(it,fpx)t
поэтому, если h:Sk+{-+ [0,°°] является измеримой по Борепю
функцией, принимающей значение Ои 1, то

/5*+1Л<**+1 )ф*+1 (тт',рх)(с/хк+!) =

= fskck /s*+1 Л<х*+» Mdxk+iI**, Uk)dQk(*',Px) - (15)

Значит, равенство (15) справедливо для измеримых по Борепю простых

функций и, следовательно, для всех борелевских функций /?: Sk+l -► [0,°°].
Взяв в равенстве (15) в качестве h(xk+l) функцию м*+i(£*+il**+i)*M3
равенства (14), предположения индукции и равенства (8) получим

9*+l(tf',Px)(S* + lC* + l) =

= / / Vk+iiCk + i\xk + i)t(dxk+l\xk,uk)dqk(n',px) =

SkCk sk+t

ж I I Vk+i№k+iixk+i)t(dxk + l\xk,uk)dqk(i!,px) =

Skck Sk+i

~

Qk+1 fo Px)@t+ i£k+1) •

что доказывает справедливость равенства (13) для значения к + 1. □

Следствие 8.1.1 {F*)(F~) При любом К= 1, 2,... ,N имеем

Гк(х)= MJKnb() VxGS,

где П — множество всех марковских стратегий.
Следствие 8.1.1 показывает, что допущение немарковских стратегий не

приводит к уменьшению оптимальной функции издержек. Однако в

классе немарковских стратегий может быть гарантировано существование е-оп-

тимальной нерандомизированной стратегии (предложение 8.3), в то время

как в классе марковских стратегий ее может не существовать (пример 2).

8.2. Алгоритм динамического программирования
-

существование оптимальных и ечштимальных стратегий

Пусть U(C\S) обозначает множество универсально измеримых

стохастических ядер ц на множестве С при условии 5, удовлетворяющих
равенству n(U(x)\x) = 1 при любом xGS. Таким образом, множество

марковских стратегий представляется в виде П = U(C\S)U(C\S) • • • U(C\S),
где присутствуют N составляющих.

Определение 8.4. Пусть функция J:S-*R* универсально измерима, и

jbtei/(C|S). Оператор Тц, отображающий J в Тци): S-+R*, определяется
формулой

Гм1/)(х)= / \glx.u)+afJ{x')tVx'\x,u)]nidu\x).
с s

где х — любая точка из S.
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В терминах функции системы f и ядра возмущений p{dw\x,u)
оператор Гм может быть выражен следующим образом (ср. с (3)) :

Гм1/)(х)= /[р(х/£/) +

с

+ ctfwJlflx.u, w)\p{dw\xfu)]fi(du\x).

В силу предложения 7.46 функция T^U) универсально измерима.

Покажем, что при условиях (F*) или (h) издержки, соответствующие
стратегии я = (цо, •..»Mjv-ib могут быть определены в терминах

суперпозиции операторов ТЦоТЦг •7"МЛГ1.
Лемма 8.1. (F

*

)(F") Пусть я = (ц0. Mi,..., Млг-1) - марковская

стратегия, и пусть функция J0:S-+R* тождественно равна нулю. Тогда для

К = 1,2 N имеем

</*,* = <ГМо -.Г^^К/оЬ (16)

где ТЦо • • • Тц£_1 обозначает суперпозицию операторов ГМо,..., 7"j*ic-i"
Доказательство. Проведем доказательство по индукции. Для

любого xGS справедливы равенства

Со

Предположим, что лемма верна для значения /С — 1. Пусть тг = (дь ц2, ...

... ,Млг_ьМ), где м-некоторый элемент множества C/(C|S). Тогда для

любого из условий (F*) или (F") и леммы 7.11(6) следует, что

соотношение (5) можно переписать в виде

4с,я(*)= / gte,u0)Hoidu0\x)+CL f J f ...

c0 c0 st c,

• •• / [ 2 \ak-lg(xk,uk)hK_,(£*»*_,!»*_,) X
Ск-\ *=»

Хг(оГхк_,|х^_2/|/^_2)-.М1 (<A/i|xi)f(</x,|x,t/0)X

X Ho {du0 |x) - / £(x, i/0 >Mo W«o I*) +

+ « / /^-i.wUi)f(</x,ki/o)MoWw0|x) Vx£S. (17)
Co St

При условии (F~) имеем

/ 8
*

(x, «о )Po (du0 |x)< «>

/ / Wr-iyUiJffefc.lJcueH^W'ekX-.
c. *,

Аналогичные неравенства выполняются и при условии (F*), поэтому,
применяя к правой части равенства (17) предположение индукции и

лемму 7.11 (б), получим

/r.«W- / Ы*,«о)+« / (7"м, •ГМА._1)(Л)(х,)Х

Xt(cTx1|x,£/0)]/io(c/£/olx) = (rMorMi •••rMf^КУоКхКП
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Определение 8.5. Пусть функция J:S-+R* универсально измерима.
Оператор Т, отображающий J в T{J):S -»/?*, определяется формулой

TVHx)- inf (plx^l+a/JlxWkw)} ,

uGU(x) S

где х —любая точка из 5.

Подобно оператору Гм, оператор Г может быть выражен через

функцию f и ядро p(dw\x, и) в виде

ft/)(x) = inf {д(х,и)+а1„ЛГ(х,и,п)]рШ\х,и)) .

w€l/(*)

Когда меры /i сосредоточены в единственных точках, операторы Тц и Г

из определений 8.4 и 8.5 представляют собой частные случаи операторов,
определенных в разделе 2.1, если только нет ограничений измеримости на

J и ц. В рассматриваемом в этой главе случае отображение Н из раздела
2.1 представляется в виде

Н{х,и, J) = д(х,и) + а/Лх'|г(Л'к") -

- д(х, и) + а / J If (х, </, w)]p(cMx, и).

Сформулируем и докажем для этой функции И аналоги предположений
F.1 и F.3 из раздела 3.1. Справедливость предположения F.2 очевидна.

Далее, если /i€l/(C|S), функции JUJ2:S-+ R* универсально измеримы и

Ji<J2. то имеем ГМ1Л)< Т^2) и TUX)<TV2). Если ге(0,~), то

Тц Ui + г) = ГМ(«Л) + от и 7V, + г) ■ T(J\) + or. Мы часто будем
пользоваться этими свойствами. Однако у читателя не должно возникать

иллюзий, будто модель этой главы является частным случаем модели глав

2 и 3. В более ранней модели не было ограничений на измеримость стратегий.
Согласно лемме 7.30(4) и предложениям 7.47 и 7.48 функция Т(J)

является полуаналитической снизу, если такой является функция J.

Будем Аг-кратное произведение оператора Т на себя обозначать через Тк,
так что Г*(7) = Т[Тк~х(*/)], где T°(J)=J. В предложении 8.2 будет
показано, что при выполнении одного'из условий (F*) или (F~)
оптимальные издержки могут быть выражены в терминах Г . Нам потребуется
предварительно три леммы.
Лемма 8.2. Пусть функция J:S-*R* полуаналитическая снизу.

Тогда для любого е > 0 существует функция ц € U{C\S) такая, что

выполняется неравенство

rMl/Mx)<n/)(x) + 6 VxGS,

где величина T(J)(x) + e может принимать значение — °°.

Доказательство. Согласно предложению 7.50, существуют
универсально измеримые селекторы Hm:S-+C такие, что для /77 = 1,2, ...и

xGS мы имеем дт(х)Е1/(х) и выполняются неравенства

ТЦтШх)<
7V)(x) + 6, если 7V)(x)>-<

-2W, если 7V)(x) = -оо.

Пусть мера ц(с/и\х) приписывает единичную массу точке /М*), когда
T{J)(x)> -<*>, и массу, равную 1/2ш, точке Рщ{х), л? = 1, 2, ..., когда

7V)(x) = -оо.
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Для любого множества С.€Вс мера

fXfclMiMJ. если rU)(x)>-oo#

М(С|х)■ 2 (1/2w)Xc[Mm(x)].
m = l

—

если T(J)(x) ■ -«>,

является универсально измеримой функцией х и, следовательно, ц

представляет собой универсально измеримое стохастическое ядро (лемма
7.28 (а), (б)). Это ядро ц обладает всеми требуемыми свойствами. D
Лемма 8.3. (F+) Если функция J0:S-*Rm есть тождественный нуль,

то TK(J0)(x)>-oo для любых х GS и *-!....,/¥, гдеТкк — кратное
произведение дператора Т на себя,

_

Доказательство. Предположим, что для некоторых K<N и

xGS выполняются соотношения T,(J0)(x)> -°°,/ = 0,... ,/С-1, для

любого x€S и >7" {J0)(x) ■ -«>. В силу предложения 7.50 существуют

универсально измеримые селекторы ty: S -* С, у = 1,..., АГ - 1, такие, что

ldj(x)eU(x), и неравенства

{Т»к-,Т'~Х,(7оНх) < Г^ЛКх) + 1, / - 1 К - 1,

выполняются для любого x€S. Тогда

<гм, ..7"MA:_1)Uo)<(rMi ...Гм^_2)[Г(Л)+1]<

<(ГД1 ...Г^_з,[г2<7о) + 1+а]<Гл:-1(Л) + 1+а +
...

+ ал:-2.

где последнее неравенство получается повторением выкладок,

используемых при выводе первых двух неравенств.

По лемме 8.2 существуют стохастическое ядро Mo € U{C\S) такое, что

(ГМоГ*-!Н./о)(х)»-~.
Тогда

<*"*..Гц, ...Т^^ШоПхХ

<ГМо[Гл:-1(Л) + 1+а +
...

+ ал:~2](х) = -~.

Возьмем произвольное м€ 1/(С|£) и положим я = (до,..., Ма:-ь М, • • •

. ..,М) так, что тгЕП. По лемме 8.1

£ <*k fgdqk(it,Px)=JKtn(x)= (Т„ . . .Т»к )U0)(x) = -oo,

откуда следует, что fg~dqk(it,Px)ss—°° при некотором к</С-1. Это

противоречит предположению индукции об условии (F
+

). D
Лемма 8.4. Пусть {Jk} — последовательность универсально измеримых

действительных в расширенном смысле функций на множестве S, и пусть

ядро ц является элементом множества U(C\S).
(а) Если TuUi)(x)<°o для любого xGS и Jk Ы то T^{Jk) i T^[J).
(б) Если Т^и{){х)<°° для любого xGS, g>0 и Jh \J,to Т^к) t

(в) Если последовательность {Jк) равномерно ограничена, функция g

ограничена и Jk^J, то Гр(«/*)-*7"л(Л.
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Доказательство. Предположим сначала, что выполняются

условия rM(*/i)<°° и J^W. Зафиксируем точку х. Так как

flgix, и) +а/Л (x')fWx'lx, и)]ц(с/и\х)<оо,

то для почти всех по мере n(du\x) значений и получим

д[Х, U) +<*/,/! (x')ffc/x'lx, £/)<oo.

Из теоремы о монотонном предельном переходе под знаком
интеграла (лемма 7.11 (е)) следует, что

£(х, и) + а/Л (x')fWx'tx, и) I д(х, и) + afJ{x')t(cfx'lx, и)

для почти всех по мере ц(с/и\х) значений и. Чтобы показать сходимость

T^(Jk)ix) I Гм(*/)(х), нужно еще раз применить теорему о монотонном

предельном переходе под знаком интеграла.
Если выполнены условия ТциГ)<°°, 9>0 и Л**Л то применимы

аналогичные рассуждения. Если последовательность {Jk } равномерно

ограничена, функция д ограничена и имеет место сходимость Л~**Л то

применимы аналогичные рассуждения, использующие теорему об

ограниченном предельном переходе под знаком интеграла. D

Алгоритм динамического программирования для конечного горизонта
состоит в последовательном применении оператора Т N раз , начиная с

функции, тождественно равной нулю на 5. Следующая теорема
утверждает, что эта процедура приводит к оптимальной функции издержек. В
предложении 8.3 мы покажем, как с помощью этого алгоритма могут быть

также получены е-оптимальные стратегии.

Предложение 8.2. (F+)(F~) Пусть J0 - функция, тождественно равная
нулю на множестве S. Тогда

Jk s TK{Jol *-1 /V. (18)

Доказательство. Равенство (18) достаточно доказать для К = N,
так как в качестве горизонта N может быть выбрано любое
положительное целое число. Для любых стратегии я = (/i0,..., /i/v-1)е П и числа

K<N имеем

<*к,п = (ТЦо-' rMJCel)l/0)>(rMi... T„K_2T)(J0)> 7*4У0), (19)

где последнее неравенство получается повторением процесса,

использованного для получения первого неравенства. Взяв инфимум по я G П при
K-N и используя следствие 8.1.1, получим, что

Jn > TNU0). (20)

Если выполняется условие (F+), то из леммы 8.3 следует, что Г*1/0) >
> —°°, к - 1,..., /V. Для любого е > 0 существуют универсально

измеримые селекторы /2*: S-+C, к = 0,..., N - 1, такие, что ji* (x) € 1/(х) и

-°°< Т^^к1тк"1^о)](х) <

<Г*(Л>)(х) + е/(1+а + а2 + -- - + aN-1), к = 1 N,

для любого х € S (предложение 7.50). Тогда

(7"а 7"а ... т* )Un) < (Гл Г* ... Гл ИЛЛ) +
*'Мо М, 'HN-1IW0'

*
Mo М, #М/у-2М °

+ е/О+а + ^ + .-.+а"-1)] < [Т^ 7^ ... 7Длг-з)[г2и°) +

+ е(1+а)/(1 +а + а2 + .-- + сЛ-1)] <г"(У0) + е, (21)
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где последнее неравенство получается повторением процесса,
использованного для получения первых двух неравенств. Отсюда следует, что

J*N < TN{J0). (22)

Объединяя неравенства (20) и (22), видим, что в предположении (F*)
утверждение доказано.

Если выполняется условие (F-), то7^ я(х)<<» для любых x€S,

стратегии я €Е П и /С = 1,..., /V. Воспользуемся предложением 7.50 для того,
чтобы выбрать нерандомизированные стратегии я' = (Мо. • •

•» ц^_ г) € П

такие, чтобы

iTjTN-k-l)Uo) * r"-*t/e>, * = о /v-1,

при /^°°. Из леммы 8.4(a) и неравенства (19) следует, что

J% < int.* (Г ••• Т )U0) -

V. '*-i> Мо° "tf-i
= inf ... inf (T .Г,

f )(Л>) -

'. 'лгМ. м'о° /£_~
-inf.-.inf (Г,§ ... Т( 2)[ inf r/]V-1l/o)] =

'о 'ЛГ-2 »*o **/£-2 '/V~1 MW-1

= inf ... inf (Г/о ... Г, .2 Г)4Л>>= 7^tA>>, (23)
'о W-2 Mo M#_2

где последнее равенство получается повторением процесса, используемого

для получения предыдущего равенства. Объединяя неравенство (20) и

равенство (23), видим, что утверждение предложения справедливо и в

предположении (F~). □

В случае, когда пространства состояний, управлений и возмущений
являются счетными, модель, сформулированная в определении 8.1,
укладывается в рамки Конструкции части I. Рассмотрим такую модель, и пусть
так же, как в части I, M является множеством отображений ц: S-+C

таких, что ji(x)El/(x) для любого xGS. В разделе 3.2 часто делалось

предположение о том, что для любого xES и любых функций М/ £ М,
/ = 0,..., К — 1, выполняется неравенство

<ГАо---Гмаг-1)(Уо)(*)<~, * -1 /V, (24)

или еще и неравенство

jnf (^о'" 7W-iH-/o>(*> > -~, *-1 N, (25)

для любого xGS. В предположении (F*) из леммы 8.3 следует, что

-~< T*iJ0)< inf (ГМо.. ТЦК )U0).
VjGM, 0 <j<K- l

поэтому неравенство (25) удовлетворяется. При условии (F~) из

леммы 8.1 следует, что

<7"мо"-ГМ^-1>1/о)=^,я<^
где я = (/i0,..., цк _ j), поэтому справедливо неравенство (24).

Основной довод в пользу введения более сильных условий (F+) и

(F") заключается в том, что это дает нам возможность доказать лемму 8.1.

Если вместо этого равенство (16) взять в качестве определения функции
«/*.* (как это сделано в разделе 3.1) До неравенств (24) и (25) будет
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достаточно, чтобы доказать предложение 8.2, повторяя доказательство
предложения 3.1 из части I.

Из предложения 8.2 вытекает следующее свойство оптимальной

функции издержек»
Следствие 8.2.1. (F+) (F~) При К - 1, 2,..., N функция •/£ является

полуаналитической снизу.
Доказательство. Как было отмечено после определения 8.5,

функция 7V) будет полуаналитической снизу, если таковой является

функция J. Значит, результат следует из равенства Jjc = TK{J0) и того

факта, что функция Л - 0 полуаналитическая снизу. D

Приведем пример, показывающий, что даже в том случае, когда Г-SC
и функция издержек за один шаг д: SC-+R* измерима по Борелю, то

функция J* может не быть борелевской.
Пример 1. Пусть А — аналитическое подмножество отрезка [0, 1 ],

не являющееся борелевским (приложение 6). В силу предложения 7.39
существует замкнутое множество FC [0, 1] N такое, что А = proj(0,i] {И.
Пусть S - [0, 1J, С - N, Г - SC и д

-

xFc Тогда функция

•/Г(х)= inf g(x, и)= хЛсМ VxGS

является полуаналитической снизу, но не борелевской. Мы могли бы также

выбрать С=[0, 1], r = SC и д
=

х0с гДе В ~ ^б -множество единичного
о

квадрата SC. Это можно сделать, поскольку пространство N гомеоморфно
пространству N0 иррациональных чисел из отрезка [0, 1]
(предложение 7.5). Но множество N0 = П ([0, 1] - {г}) является

G5-множестве

вом на отрезке [0, 1 ], поэтому существует гомеоморфизм <р: N-MO, 1]
такой, что <p(N) есть G6-множество на отрезке [0,1]. Пусть Ф: [0, 1] N -*

-+[0, 1] [0, 1] есть гомеоморфизм, определяемый формулой Ф(х, г) =

= (х, *>(*)).
Тогда Ф([0, 1] N) = [0, 1] у(Ы) является G6тмножеством из SC =

= [0, 1] [0, 1J, итак как F является G6-множеством в [0, 1] N, то В я

= Ф(^) есть G5 -множество из SC, удовлетворяющее равенству proj^ (В) =А

Если 9 =

Хвс* то опять же J? =

xAc-
Воспользуемся теперь предложением 8.2 для установления

существования е-оптимальных стратегий.

Предложение 8.3.
(F+) Для любого числа е > 0 существует нерандомизированная

марковская е оптимальная стратегия.

(F~) Для любого числа е > 0 существует нерандомизированная
полумарковская е-оптимальная стратегия и {рандомизированная) марковская
^.-оптимальная стратегия.

Доказательство. Если выполняется условие (F+), то стратегия

(До,... # Млг-1), построенная в, ходе доказательства предложения 8.2,
является е-оптимальной нерандомизированной и марковской.

Предположим, что выполняется условие (F~). Сначала покажем, что

существует е-оптимальная нерандомизированная полумарковская стратегия.
Пусть стратегия яг1 = {ц10,..., /Jfr_ i) будет такой же, как и при

доказательстве предложения 8.2. Тогда выполняется равенство

Jn-Tn[J0)- inf IT i9...TtN_t)iJo)
-

Co'-"»'iV-l) Mo МЛГ-1

=

/#
inf-

ч

J
rt J'f •••■'*-1>'

Co »/V-l) ".*
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гдея
°"",лг s (д0° Д^_/). Выберем число е >0 и определим

функцию

ла %

( */лг(х) + б, если J*N\x) > -~

l-1/e, если */#(*) = -«>.

Линейно упорядочим счетное множество { я ° N~ !
| /0/..., /'#_1 -

положительные целые числа} и положим я(х) равным первой из стратегий
я

°
, удовлетворяющих неравенству

^ «. i^,)W<*«.
/V, Я

Пусть я(х) состоит из (до!(х0), /ff (Х|),..., Д$~ 1 (*д-1)) • Для любого

набора (/'0,..., //t_ 1) множество {х | я(х) = я*'0 w-1 >} универсально

измеримо, поэтому набор

(До(Х0), Д.1(Х0/ Х!> ДлГ-1(*0, Xw_ t) ),
kv v

где До(х0) = До^о) и Дл(х0, **) =Д*° (**), /г = 1 Л/ — 1,
представляет собой е-оптимальную нерандомизированную полумарковскую

стратегию.

Покажем теперь, что существует еюптимальная (рандомизированная)
марковская стратегия. По лемме 8.2 существует ядро Длг-* € U(C\S)

такое, что неравенство

(7"МЛ^Г*-!)(Л) < ГАЧЛ>) + е/(1+а + а2+... + ал'~1)

выполняется для к = 1,..., /V.
Дальнейшие рассуждения аналогичны тем, что использовались при

получении неравенства (21). D
Следующий пример показывает, что при условии (F~) для некоторого

е > 0 может не существовать нерандомизированной марковской
е-оптимальной стратегии.
Пример 2. Пусть S = {0, 1, 2, ...},С= 0, 2, ...},W= {^ь *г). Г «

= 5С,Л/ = 2и

Г—и при х= 1,

0 (*, и) =

I 0 при хф\,

( О ПРИ X = О, ИЛИ X = 1, ИЛИ W = W\ ,

f(x,u,w) =

|I 1 при x^O, хФ 1 и w= w2,

p({w\)\x,u) = 1 - 1/x при хФО.хФ 1,

рЦиъ} I*,") = 1/x при хФО.хФ 1.

Условие (F~) здесь выполняется. Пусть я = (до, д^ —

нерандомизированная марковская стратегия. Если начальное состояние х0 не равно ни нулю,

ни единице, то независимо от применяемой стратегии xt = Ос вероятностью
1 — (1/х0) и Xi

= 1 с вероятностью 1/х0. Стоит системе попасть в нулевое

состояние, как она остается там без дальнейших издержек. Если система

достигает единичного состояния, то она переходит в состояние х2
= 0 с

издержками, равными —Д1 (1). Таким образом, JN я(х0) « -Mid)/x0,
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если х0 ФО, х0 Ф 1 и^(х0) в-°°, если х0 ФО, х0 Ф 1. Ни при каком

числе е > О стратегия я не может быть е-оптимальной.

В примере 2 можно найти последовательность нерандомизированных

марковских стратегий {я„} такую, что имеет место сходимость JN n I «/^.
Этот пример приводит к понятию стратегий, обладающих
{епУмажорируемой сходимостью к оптимальности (определение 8.3), и к предложению 8.4,
которое доказывается с помощью следующей леммы.

Лемма ВВ. Пусть {Jk} — последовательность универсально
измеримых функций на S со значениями в R*, а ц— универсально измеримая

функция на S со значениями в С, график которой лежит в Г. Предположим,
что для некоторой последовательности положительных чисел {ек}, такой,
что 2*°= i ek < °°, выполняются условия

pf(x')fU/x'|x,M*))<~, Hm Jk(x) = J(x)

для любого xG Su

J (x) < Jk (x) < J (x) + ek, если J (x) > -*>,

Jk (x) < Jk_ ! (x) + ek, если J(x) ■ -«>

для к - 2,3,... Тогда

lim ГМ(Л)= Гм(7). (26)
fc-*oo

Доказательство. Так как J <Jk для любого *, то очевидно, что

TpiJX lim inf ГМ(Л). (27)

Для любого х€ S

lim sup Гм (Л) (*) < 9 [*, Ц (х)] +

+ alimsup / Л(х')г#х'|х, М(х)) +

*-оо U'|S(x')>-ao}

+ a lim sup / Jk(x)t(dx'\x,n(x)).

Далее,

Hmsup / Jk(x')tVx'\x,n{x))<
*~*~ {x'\J(x)>-oo)
< lim sup / ./(х')г(</х'|х,д(х))+ €J =

J */(x')rfc/x'|x,M(*)).

Если 7(х') = —«о, то

</*(*')+ S €WW(X'),

и так как

/[./?<*'»+ 2-=2е„] f(</x'|x,ji(x))<oo,
18!



то имеем

limsup / Jk(x')tidx'\x,tx{x))<

< lim / [Л(х')+2 е„] f (cfx'lx, ju(x)) =

*^~{x'|./(*'> = -~} /i = *+ I

/ Jix')t(dx'\x,vM).
{д'|У(х')=-ов}

Отсюда следует, что

limsup Тцик)< Тци). (28)

Объединяя неравенства (27) и (28), приходим к равенству (26). D
Предложение8.4. (F~) Пусть {еп} -последовательность положительных

чисел такая, что еп 10. Тогда существует последовательность

нерандомизированных марковских стратегий {я,,}, обладающая{ еп)-мажорируемой
сходимостью к оптимальности. В частности, если j£ (х)>-*>дл/? всех

хЕ S, то для любого числа е >0 существует е-оптимальная

нерандомизированная марковская стратегия.

Доказательство. При /V = 1, в силу предложения 7.50, существует
последовательность нерандомизированных марковских стратегий пп

= {цЦ}
такая, что для всех п выполняется неравенство

( Г(70)(х)+ еп, если T(J0)(x)>-oot

Т яШ{х)<\
"о 1-1/е„, если ru0)(x) = -oo.

Без потери общности можем предположить, что Т п (J0XT n-\ (J0).
Me "о

Следовательно, последовательность {я,,} обладает {€„}-мажорируемой
сходимостью к оптимальности при единичном горизонте.

Предположим теперь, что результат справедлив для N — 1. Пусть

ъп
- (м{\ ..., Мдг - 1) - последовательность нерандомизированных

марковских (Л/- 1)-шаговых стратегий, обладающая {бл/2а}-мажорируемой
сходимостью к оптимальности при горизонте /V- 1, так что

,lm/lY-l, пп
= 4v- 1 ,

[*/*_, (х) + (е„/2а), если J*_|(x) >-~ (29)

*//v-!,*„(*)<
1-//V- ■•«„_! <х>+ <еп/2а), если •/yv_,(x)=-oo. po)

Без потери общности можно предположить, что Z~=>t€n < °°. В силу
предложения 7.50 существует последовательность {цп} универсально
измеримых функций на S со значением в С, чьи графики лежат в Г, и такая, что

( Jn (*) + (€п/2), если Jn (x) > -«>,

r„u;.,)(xx .
(3D

м I -2/еп# если JN (x) = -«>.

Также без потери общности можно предположить, что

TfUN-iXTf-xUs-u. п=2ч3,... (32)
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В силу предложения 7.48 множество

A(Jn-i) = {(x,£/)€E Г|г({х'14-1 (*')---}|x,i/)>0>-
= {(х,£/)€Е nj-x^j^^^oojtx'JrWx'lx^) <0} (33)

является аналитическим в SC, поэтому из теоремы Янкова- фон Неймана
(предложение 7.49) вытекает существование универсально измеримой
функции ц: proj5 [4 U^_j)] -*С, график которой лежит в множестве

A Un-i) • Определим функцию

1ц
(х) при х € proj5 [A (J^ __,)],

цп (х) в противном случае.

Тогда лп = (^Л, тгл) является нерандомизированной ЛАшаговой маркой
ской стратегией, которая, как будет показано, обладает

{е„}-мажорируемой сходимостью к оптимальности.

При xG proj5[4 Un-i)] из леммы 8.5 и выбора функции ц вытекает,
что

Mm sup JN a (x) - lim sup Гд (JN- , - ) (х) =

П -► сю
1У' ПП п -* ее Л

- T^at-iM*) ---.

При х£ proj5[4 (*/Jv — i) 1 Длялюбого£/€ t/(x) имеем t({x'l^д;_ , (х')=
= -°°}| х, и) = 0, поэтому из неравенства (29) следует, что

JN. #„ <х> =

*> М*- i, «п) (*) < Г U*- i) (х) + ел/2 (34)

а из неравенства (31) следует, что

lim sup JN a (x) < lim sup Г (7^ _ t) (x) < /N (x).

Это приводит к равенству

,lm jn Ь
в ^лг • (35)

Л -► оо ' ЯЛ

^Предположим, что для фиксированного х€ S выпблняется неравенство
Jn (*) > —°°- Тогда х ^ proj5 [4 Un- i) 1 и из неравенств (31) \л (34)
получаем, что

7М*л*х)<гл('/*-1Их,+ 6„/2<^(x)+ ел. (36)

Предположим теперь, что Jn(x) = -«>. Если х ф proj5 [4 (/Jy . ]) ], тогда

из неравенства (32) и (34) следует, что для п > 2

JN^M<Tn[JN-i) (х)+ еп/2<

<ГЯ_1(^„1) (х)+ еп/2<
м

<Л, * (х)+ б„/2,

в то время как, если х £ proj5 И (•/#- i) 1. то из неравенств (29) и (30)
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получим, что

<Tii{Jn-i.wh_1YM + €„/2-./^* (х> + б„/2.

В том и другом случае

jn i {x)<jnH ,
W + e„. (37)

Из соотношений (35)- (37) видно, что последовательность {£„} обладает
{е„}-мажорируемой сходимостью к оптимальности. D

Мы завершаем рассмотрение вопросов, связанных с предложением 8.2,
одним техническим результатом, который понадобится в главе 10.

Лемма 8.6J (F ) (F~) Для любого ядра p€P(S) выполняется
равенство

ffN(x)p(dx)= inf fJN,n(x)p(dx).
k

. we н

Доказательство. Для ядра pG P (S) и стратегии тг € П

справедливо неравенство

ffN(x)p (dx)< fJN> n(x)p (dx),

из которого следует, что

ffN(x)p(dx)<M fJN,n(x)p(dx). (38)
тг€ П

Выберем число е >0, и пусть яЕ П является е-оптимальной стратегией.
Если р Цх\ J^ (х) =-«>}) = 0, то

PN j (x)p (cfxj < fJu (x) p (dx) + e,

(39)

а отсюда следует, что

inf fJNt1t(x)p(dx)<fJmN(x)p(dx).
wen

Если р ({х| J^ (х) = -°°}) > 0, то выполняется неравенство

fJN л (х)р <</х) < -р ({х| ^ (х)= -~})/€ +
,

+
„ / J*N(x)p(dx) +е, . (40)

{x\JNi(x)> -oo)

Если

то

/^(х)р(сГх)=оо>
и это влечет за собой неравенство (39). В противном случае правую часть

неравенства (40) можно сделать сколь угодно малой за счет выбора
малого е, поэтому

Мп€ П fJN. п (X) Р (dx) = -oo,
^
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и неравенство (39) вновь имеет место. Утверждение леммы следует из

неравенств (38) и (39). D
Рассмотрим теперь вопрос о построении оптимальной стратегии, когда

это вообще возможно. Если алгоритм динамического программирования

может быть использован для построения оптимальной стратегии, то обычно

эта стратегия удовлетворяет более сильному условию, чем просто

оптимальность. Это условие дается в следующем определении.

Определение 8.6. Пусть тг =(д0,... ,Цк-\) - марковская стратегия и

nN~k = (м*.... ,Mj\r-i).* =0,... ,Л/— 1. Стратегия я равномерно

оптимальна при горизонте N, если

JN_knN-k
e 4v*-*/ * =0,.. .„ /V-1.

Лемма 8.7. (F+ ), (F ~) Стратегия я s {ц0,..., д^-1) GII равномерно
оптимальна при горизонте N тогда и только тогда, когда

Т^Т"-*-1^)- TN'k{J0l *=0 /V-1.

Доказательство. Если стратегия я - (ц0,..., Млг-1)
равномерно оптимальна при горизонте N, то

- т^и^^-г^т»-*-1)^). * = o /v-1,

где70(Яо =Jq = 0. Наоборот, если выполняются равенства

(Г^Г*-*-1)^)- TN-*{Jo). *=0 Л/-1,

то

rN-k - г"-*1/0> = (rMfcrJV-*-1)u0>-

для всех к (равенство, предшествующее последнему, получается
повторением процесса, использованного для получения предыдущих равенств) .П
Лемма 8.7 является аналогом предложения 3.3, только теперь вместо

модели из части I рассматривается борелевская модель. Поскольку в

лемме 8.1 делается предположение (F* ) или (F'), то, как показывает

следующий пример, одно из этих условий требуется и в лемме 8.7. Если принять
равенство (16) за определение функции */*,** то лемма 8.7, предложение 8.5
и следствия 8.5.1 и 8.5.2 будут справедливы без предположения (F* ) или

(F~). Доказательства аналогичны тем, что приведены в разделе 3.2.

Пример 3. Пусть5Мж,г}и{(*,/>1*-1.2,...;/-1,2} ,С-{а,Ь},
U(s) = {а,Ь), (/(г)-(/(*,/)-{*Ь*-1*2 /-1.2.1У-5и a - 1.Пусть ядро
возмущений задается формулами

p(s|s,a) = 1,

Pl1k.1)\s.b] -р[(*, 2) |(/,1), £>)- k'2(i -^т J, Ar,/ = 1,2,..,,
\л= 1 П2 /

p[t\(k,2),b] =1, * = 1,2 и p[t\t, />)=1.

Пусть функция системы равна f{x, и, w) = w. Таким образом, если

система начинает функционировать из состояния s, то мы можем оставить

систему в этом состоянии или дать ей возможность перейти в некоторое состоя-

ни© (/, 1), из которого она последовательно переходит в некоторое состоя-
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ние (Ar, 2), а затем — в состояние t. Достигнув состояния t, система
остается в нем. Соответствующие издержки равны g{s,a) =g{s, b) = g(t, b) ■ 0,
g[(k,\),b) = *, gHk.2), b] --k, Ar = 1,2,...

Пусть я - (мо> Mi > Мг) - стратегия с функциями ц0 (*) " Ь, nt (s) - д2 (s) ■

- е. Тогда

Щ, )<*i>- rMtU0)Ur,)<

rat/e»U1»'-jr|lirMl)UoK*i)-

Г3 Uo >(*o > " «^м, гм, T»i Wo )М -

0

X

-X

0

*!> =

ММ

ПРИ Х2 =5,

при х2
- (х, 1),

при х2 = (х, 2),

при х2 = t,
'

0 при Xi =s,
-*• ПРИ X! - (Х, 1 ) ,

-х при X!
- (к, 2),

b
0 при xi - г,

-*> при х0
■ s,

-ее при х0 я (х, 1),
-х при х0

- (х, 2),
0 при х0

= t.

Однако ^газЬ) = °°> г̂у 3(*)=0, где *T=(ji0,Mi,M2) njiofc) "**iW =Рг(
я я не является оптимальной и Г3С/0) ^J\. Ле■э, поэтому стратегия я не является оптимальной и TUo) ^«/з» Легко

проверить, что я является равномерно оптимальной при горизонте 3,
поэтому следствие 3.3.1 (б) оказывается несправедливым для борелевской
модели, рассматриваемой в этой главе. Здесь оба условия (F*) и (F~)
нарушены.

Предложение 8.5. (F
*

) (F г) Если инфимум в выражении

inf {g{x.u)lctfJkm{x')tUlx'\x.u)). x=0 /V-1,
uGU{x)

(41)

достигается при любом х € S, где функция Jq есть тождественный нуль,

то существует равномерно оптимальная при горизонте N (ы,
следовательно, оптимальная) нерандомизированная марковская стратегия. Эта
стратегия порождается алгоритмом динамического программирования, т.е.

измеримым выбором для каждого состояния х такого управления и, которое

доставляет инфимум в выражении (41).
Доказательство. Пусть я = (ц0,..., M#-ih где функция Мд'-*-1:

S-+ С доставляет инфимум в выражении (41) и удовлетворяет условию

Mw-fr-1 М е UM при любых х £ S и х = 0,..., N— 1 (предложение 7.50).

Далее применяем лемму 8.7. D

Следствие 8.5.1. (F*) (F~) Если множество U{x) конечно при любом
х € S, то существует равномерно оптимальная при горизонте N нерандо-
мизированная марковская стратегия.

Следствие 8.5.2. (F*) (F") Если при любых x€S, Х€/?£/х=0, ...

...,
/V — 1 множество

Uk[x,\) ={ueU(x)\g{x,u) + afJk'ix')tidx'\x,u) <\)
компактно, то существует равномерно оптимальная при горизонте N

нерандомизированная марковская стратегия.

Доказательство. Применяем лемму 3.1 к предложению 8.5. D
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8.3. Полунепрерывные модели

В духе результатов, полученных нами в разделе 7.5 для

полунепрерывных снизу и сверху функций, мы можем изучить полунепрерывные снизу

и сверху модели принятия решений. Наши модели будут обладать
преимуществом, которое дает возможность измеримого по Борелю выбора
(предложения 7.33 и 7.34), а достижение инфимума в выражении (55) из

главы 7 — в случае полунепрерывности снизу. Сначала рассмотрим

полунепрерывную снизу модель.

Определение 8.7. Полунепрерывная снизу модель стохастического

оптимального управления с конечным горизонтом задается девятью
элементами (S,C,U,W,p,f,%g,N), введенными в определении 8.1, обладающими
следующими дополнительными свойствами:

(а) пространство управлений С компактно;
(б) множество Г, определенное формулой (1), имеет вид Г

= U," дГ', где
Г1 С Г2 С • •

•, каждое множество Г' замкнуто в SC и

lim /mi g{x,u) = «>**;
Н°° (x.tOer-r/-1

(в) ядро возмущений p{dw\x,u) непрерывно на множестве Г;
(г) функция системы f непрерывна на множестве VW;
(д) функция издержек за один шаг g полунепрерывна снизу и

ограничена снизу на множестве Г.

Из условий (в) и (г) определения 8.7 и предложения 7.30 следует, что

ядро t[dx'\x,u), определенное формулой (3), непрерывно на множестве Г,
так как для любой функции h SC{S) мы имеем

fhix'Uidx'\x, и) « fh [fix, и, и/)] p(dw\x, и).
Из условия (д) следует, что выполнено предположение (F* ).

Предложение 8.6. Рассмотрим полунепрерывную снизу модель
оконечным горизонтом из определения 8.7. Оптимальная функция издержек за к

шагов J£ полунепрерывна снизу и ограничена снизу и равна Jк*
~ ТкУ0)

при к - 1, 2,..., N. Далее, существует измеримая по Борелю равномерно
оптимальная при горизонте Nнерандомизированная марковская стратегия.
Доказательство. Предположим, что функция J: S-+R*

полунепрерывна снизу и ограничена снизу, и определим функцию К: Г -» R*

формулой

К(х,и)= flf(x/£/)+ afJ(x')t(dx'\x,u). (42)

Доопределим функцию К на всем множестве SC, полагая

л
ь \К(х,и), если(х/^)6Г,

К(х, и) ={ ,

К если ix,u) $Г.

Из предложения 7.31 (а) и замечаний к лемме 7.13 следует, что функция К

полунепрерывна снизу надмножестве Г. По определению 7.8 (б) для с € R

множество {{х,и) GSC\ K(x, и)<с} должно содержаться в некотором

множестве Г*, поэтому множество

{(х,и) esc\Kix,u)<c)= {(x,</)er*|K(x,u) < с)

замкнуто в Г* и, следовательно, замкнуто также и в SC. Отсюда следует,

*) По принятому нами соглашению инфимум по пустому множеству равен »,

поэтому это условие выполняется, если все множества Г' совпадают, начиная с

некоторого номера к.
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что функция К (х, и) полунепрерывна снизу и ограничена снизу на

множестве SC, и в силу предложения 7.32 этими же свойствами обладает функция

TUHx) = inf К(х, и). (43)
нес

Более того, предложение 7.33 утверждает, что инфимум в выражении

(43) достигается в каждой точке х G S, и существует измеримая по

Борелю функция у: S -*С такая, что 7V)(x) = К[х, \р(х)\ для всех х GS.

Пусть для/ s 1, 2,..., ty: projs(r') -+• С — борелевская функция с

графиком в Г'. (Для доказательства существования такой функции в

предложении 7.33 положим 0 = П.) Определим функцию fi:S-+C так, чтобы

ц(х) = <р(х), если T{J){x) < *>, ц{х) =
^ (х), если 7Ч/)(х) - °° и х G proj5(Г1),

а для/=2,3,... положим ц(х) = <^(х),если 7"1/)(х) - °° и х€ргок(Г') -

- proj^(Г/_ 1) ;»*Гогда функция ц измерима по Борелю, ц(х) € 1/(х) для

любого х € S и rMU) - ТУ).
Так как функция J0 = О полунепрерывна снизу и ограничена снизу, то

КЗ приведенных выше рассуждений следует, что функция JЛ =Tk{J0)
также обладает этими свойствами и, более того, для любого /г = 0, .

..,
Л/ — 1

существует измеримая по Борелю функция ^: S-» С такая, что ji*(x) €

G U{x) для любого х G S и (ГДД: TN~k"*)Uo) в 7"*""* Uo) - Теперь
утверждение предложения следует из леммы 8.7. D

Заметим, что хотя условие (а) определения 8.7 требует компактности

множества С, утверждение предложения 8.6 справедливо и в том случае,

когда множество С не является компактным, но может быть гомеоморфно

вложено в компактное пространство С таким образом, что образ
множества Г',/ = 1, 2 будет замкнут в SC. Другими словами, предложение

справедливо, если существует компактное пространство С и гомеоморфизм
\р: С -*С такие, что при/= 1, 2, ... множество Ф(Г7) замкнуто в SC, где

Ф(х, и) = (х, \р(и)). Такое вложение не затрагивает свойства непрерывности

функций f и ядра p(dw\x,u), а также полунепрерывности снизу функции д.
В частности, если множество Г; компактно для любого у, то для такого

перехода можно положить С = Н и воспользоваться теоремой Урысона
(предложение 7.2) и тем фактом, что непрерывный образ компактного
множества компактен. Мы сформулируем,этот последний результат как следствие.

Следствие 8.6.1. Утверждения предложения 8.6 остаются справедливыми,
если в определении 8.7 вместо предположения о компактности

множества & и замкнутости каждого множества Г' предположить компактность
каждого множества Г'.

Определение 8.8. Полунепрерывная сверху модель стохастического
оптимального управления с конечным горизонтом задается девятью величинами

(S, С, U, W, p, f, a, g, N), введенными в определении 8.1, обладающими
следующими дополнительными свойствами:

(а) множество Г, определенное формулой (1), открыто в SC;
(б) ядро возмущений p(dw\x, и) непрерывно на множестве Г;
(в) функция системы f непрерывна на множестве TW;
(г) функция издержек за один шаг g полунепрерывна сверху и

ограничена сверху на множестве Г.

Так же, как и в полунепрерывной снизу модели, стохастическое ядро

t(dx'\x,u) непрерывно в полунепрерывной сверху модели. Для

полунепрерывной сверху модели выполняется условие (F~). Если функция J:
S-+ R* полунепрерывна сверху и ограничена сверху, то функция К: Г -* R *,

определенная формулой (42), полунепрерывна сверху и ограничена сверху.
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В силу предложения 7.34 функция

Н/)(х)= inf Kix,u)
мес/(х)

полунепрерывна сверху и для любого числа е > 0 существует измеримая по

Борелю функция p:S-+C такая, что ji(x) € U(x) для любого х € S, и

выполняется неравенство

7%/)(х) + б, если П/)(х)>-~,

им
1-1/е, если 7V)(x) = -c

Так как функция 70 = 0 полунепрерывна сверху и ограничена сверху, то

jk* = Tk {Jо) для к = 1,2,..., N. Если параллельно с доказательством части

(F~) предложения 8.3 воспользоваться этими фактами, то получим

следующее предложение.

Предложение 8.7. Рассмотрим полунепрерывную сверху модель с

конечным горизонтом, данную в определении 8.8. Оптимальная функция
издержек за к шагов •/£ полунепрерывна сверху и ограничена сверху uJl~Tk (J0)
при к = 1, 2, . . .

,
N. Для любого числа е > 0 существует измеримая по

Борелю нерандомизированная полумарковская е-оптимальная стратегия и

измеримая по Борелю {рандомизированная) марковская е-оптимальная

стратегия.
На самом деле для справедливости предложения 8.7 нет необходимости

требовать, чтобы S и С были борелевскими пространствами. Используя
результат о полунепрерывности сверху из раздела 7.5 и другие

предположения из определения полунепрерывной сверху модели, можно доказать

утверждения предложения 8.7 в предположении, что S и С являются се-

парабельными метрическими пространствами.
Невозможно параллельно доказательству предложения 8.4 показать

для полунепрерывной сверху модели, что для любой последовательности
положительных чисел {е„}, такой, что е„ 10, существует
последовательность измеримых по Борелю нерандомизированных марковских стратегий,
обладающая {еп} -мажорируемой сходимостью к оптимальности.

Множество A Un- 1), определенное формулой (33), может не быть открытым,

поэтому доказательство не проходит, если ограничиться классом

измеримых по Борелю стратегий.
Мы завершаем этот раздел рассмотрением очень важного случая, когда

ядро возмущений p{dw\x, и) непрерывно. Если W есть n-мерное евклидово

пространство и распределение величины w задается плотностью d{w\x, u)t
которая непрерывна по паре (х, и) при каждом фиксированном значении

w, то ядро p{dw\ x, ц) непрерывно. Для того чтобы убедиться в этом,

рассмотрим открытое множество G в пространстве W, и пусть (х,„ ип)-+ (х, и)
в пространстве SC. Тогда из леммы Фату следует, что

lim inf p{G\xk,uk) = lim inf / d(w\xk, uk) dw >
*—~ *—сю С

> f d(w\x,u)dw= p[G\x,u).
G

Непрерывность ядра p(dw\ x, и) следует из предложения 7.21 *K

*) Заметим, что по той же самой причине

lim inf p{Gc\ xk, u^) > p(Ge\ x, u),

поэтому p(G\xk, uiq) -+p[G|x, и). При этом условии предположение о том, что
функция системы непрерывно зависит от состояния (определения 8.7 (г) и 8.8 (в)), может

быть ослаблено {39, 75]. .^
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На самом деле не обязательно, чтобы функция d была непрерывна по

(х, и) при любом w, а нужно лишь, чтобы из сходимости (х,„ ип) -> (х, и)
следовала сходимость d (w \xn, un) -► d(w \x, и) для почти всех по мере

Лебега значений w. Например, при W = R экспоненциальная плотность

{exp
[-(w-т(х, и)], w>m(x,u),

О, w<m{x,u),

где функция т: SC-+R непрерывна, обладает этим свойством, но не при
каждом w € R непрерывна по (х,и).

Глава 9 j
БОРЕЛЕВСКИЕ МОДЕЛИ С БЕСКОНЕЧНЫМ ГОРИЗОНТОМ

Первый подход к анализу модели принятия решений с бесконечным

горизонтом заключается в том, чтобы рассматривать ее как предел модели

с конечным горизонтом, при горизонте, стремящемся к бесконечности.
Такой подход оправдывается в случае (N) неположительных издержек

за один шаг и в случае (D) ограниченных издержек за один шаг с

коэффициентом дисконтирования меньше единицы. Однако в случае (Р)
неотрицательных издержек за один шаг оптимальные функции издержек на

конечном горизонте могут не сходиться к оптимальной функции издержек на

бесконечном горизонте (пример 1 в этой главе) и нарушение сходимости

может быть даже таким, что каждая оптимальна функция издержек при
конечном горизонте измерима по Борелю, а оптимальная функция
издержек на бесконечном горизонте не обладает этим свойством (пример 2).
Поэтому необходим независимый подход к моделям с бесконечным

горизонтом. Наш метод будет заключаться в рассмотрении двух моделей —

стохастической модели и эквивалентной ей детерминированной модели.
В детерминированной модели нет ограничений на измеримость
стратегий, и к этой модели может непосредственно применяться теория,
развитая в части I или в книге бертсекаса [12]. После этого мы перенесли

полученные результаты на стохастическую модель. В разделах 9.1—9.3

рассматриваются указанные две модели и устанавливается связь между

ними. В разделах 9.4-9.6 стохастическая модель анализируется с помощью

ее детерминированного аналога.

9.1. Стохастическая модель

Определение 9.1. Стохастическая модель оптимального управления

с бесконечным горизонтом, обозначаемая далее (SM), задается восемью
элементами (5, С, U, W, p, fta,g), приведенными в определении 8.1.

Будем рассматривать три случая (множество Г определяется формулой
(1) из главы 8) :

(Р) 0< Q (х, и) для любых (х, и) € Г.

(N) g (х, и) < О для любых (х, и) € Г.
(D) 0 < a < 1 и -b <g (х, и) < b для любых (х, и) € Г при некотором

числе bG Й.

Таким образом, на самом деле мы рассматриваем три модели: (Р),
(N) и (D). Если какой-либо результат применим к одной из этих мо-
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делей, то будет появляться соответствующий символ. Предположения
(Р), (N) и (D) заменяют условия (F+) и (F") из главы 8.

Определение 9.2. Стратегией в модели (SM) называется

последовательность я
= (ji0, ji 1,...) такая, что при любом к функция цк {duk\x0fu0t ...

..., uk_Xt хк) есть универсально измеримое стохастическое ядро на С

при условии SC.. .CS, удовлетворяющее равенству

Цк№1*к)\хо. Uq,..., ик_и хк) =1

для любой истории (х0, и0г.. -, и к_х, хк). Понятия полумарковской,

марковской, нерандомизированной и Р-измеримой стратегий аналогичны

тем, что введены в определении 8.2. Обозначим через П' множество всех

стратегий для модели (SM), а через П — множество всех марковских

стратегий. Если я — марковская стратегия вида я = {ц, /i,...), то говорят,

что она стационарная.

Как и в главе 8, мы часто для ясности индексируем множества 5 и С,
понимая под Sk копию множества S, а под Ск - копию множества С.

Предположим, что р € Р[S) и я = (До, /11 г • • •) - стратегия в модели (SM).

В силу предложения 7.45 существует последовательность единственных

вероятностных мер гр/(я, р) на множестве S0C0- • • SN_ xCpj-\. А/ =

= 1, 2,..., такая, что для любого N и любой универсально измеримой
функции h: S0C0.. >SN_iCN-i -*/?*, которая удовлетворяет одному
из двух неравенств fh*drN(n, р) < «>

или fh~drN{ir, р) < «>,
выполняется равенство (4) из главы 8. Далее, существует единственная
вероятностная мера г (я, р) на множестве S0C0Si С* • • • такая, что для любого N

проекция меры г (я, р) на множество S0C0- • • SN_ iC/v-1 равна rN(я, p).
Определив таким образом меры rN (я, p) и г (я, р), мы может перейти
к определению издержек, соответствующих какой-либо стратегии.

Определение 9.3. Предположим, что я — стратегия в модели (SM).

Издержки (при бесконечном горизонте), соответствующие стратегии я,
в состоянии х € S равны

оо ее

Jn{x) = f[2 akgixk,uk)]dr(ir,px) = 2 akfg ixk,uk)drk iit,px)*).
*=o *=o (1)

Если я = (/Lt, м,...) - стационарная стратегия, то вместо Jn мы будем
иногда писать */м. Оптимальные издержки (при бесконечном горизонте)
в состоянии х равны

J4x)= inf JWM. (2)
я en' •

При е > 0 стратегия я называется е-оптимальной в состоянии х, если

рМх) + €, если 7*(х)> -~,
Ли)< |_1/б если^Мх) = -~.

Если Jn{x) - »/*(х), то я — оптимальная стратегия в состоянии х. Если

стратегия я е-оптимальна и оптимальна в любом состоянии х € 5, то

говорят, что она является соответственно е-оптимальной или оптимальной

стратегией.
Опираясь на предложения 7.45 и 7.46, легко установить, что для любой

стратегии я функция Jn(x) универсально измерима по х. Действитель-

*) Изменение порядка интегрирования и суммирования в случаях (Р) и (N)
законно в силу теоремы о монотонной сходимости, а в случае (D) — теоремы об

ограниченной сходимости.
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но, если я = (Mo* Mi*-••) и я* = (д0, •• ,M*-i)* то функция ^„Мх),
определенная равенством (5) из главы 8, универсально измерима по х, и

lim Jkf nk(x) = Jnix) Vx€S. <3)
к -* «»

Если стратегия я марковская, то соотношение (3) может быть следующим
образом переписано в терминах операторов ТЦк из определения 8.4:

lirn^ (ГМо... Тн х) Uo) M * Jn{x) VxGS. (4)

В этом виде оно является аналогом для бесконечного горизонта
соотношения, установленного в лемме 8.1. Если я — борелевская стратегия ид —

борелевская функция, то функция Jn (x) измерима по Борелю по х

(предложение 7.29). j
В случае (Р) \ однако, возможна ситуация, когда lim*-»*» Jк М *tJ*M,

где Jk (x) — оптимальные издержки за к шагов, определенные формулой
(6) из главы 8; Приведем пример, подтверждающий это.

Пример *1.Лусть S ={0, 1, 2,...}, С ={ 1, 2,...}, Щх) = С для
любого x£S, a= 1,

{и
при хв 0, f

х - 1 при х Ф О, I'

при х«0, ( 1 при х-1,
'<*'">=< •- '<*'")as |о при х*1.

Эта задача является детерминированной, поэтому нет необходимости
в выборе множества W и меры р (dw\ x, и). Начиная движение из

состояния х0
= 0, система переходит без издержек в некоторое состояние u0t

где и0
— целое положительное число. Затем она последовательно проходит

состояния и0
— 1, u0 — 2,..., до тех пор, пока не возвращается в 0, и

процесс повторяется снова. Единственный переход, который влечет

ненулевые издержки, •— это переход из состояния 1 в состояние 0. Если

горизонт к конечен и и0 выбрано большим, чем к, то до окончания

движения издержек нет, поэтому Jk{0) = 0.При бесконечном горизонте
переход из состояния 1 в состояние 0 будет осуществляться бесконечное число раз,
независимо от применяемой стратегии, поэтому J* (0) = °°.

Для стратегии я = (д0, Mi, • • •) е П' и меры pGP{S) обозначим через

Як (я* Р) проекцию меры г (я, р) на множество SfcCfc, А: - 0, 1,... Тогда
справедливо соотношение (7) из главы 8, а если я — марковская стратегия,
то также выполняется и соотношение (8). Далее, из формулы (1) получаем

равенство
оо

7я(х)= 2а* / gdqk(it,px) VxGS, (5)
*=0 Skck

которое является аналогом для бесконечного горизонта равенства (9)
из главы 8. Используя эти факты для рассуждения, повторяющего

доказательство предложения 8.1, получим следующий аналогичный результат
для случая бесконечного горизонта.

Предложение 9.1. (Р) (N) (D) Для любых х S S и я'б П' существует

марковская стратегия я такая, что Jn (х) ■ Jj (x).
Следствие 9.1.1. (Р) (N) (D) Справедливо соотношение

J*ix) = inf Jn(x) VxGS,
»e n

где П является множеством всех марковских стратегий для модели (SM).
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9.2. Детерминированная модель

Определение 9.4. Пусть набор величин (S, С, U, W, р, f, <x,g) задает

стохастическую модель оптимального управления с бесконечным горизонтом
из определения 9.1. Соответствующая детерминированная модель
оптимального управления с бесконечным горизонтом, обозначаемая (DM),
состоит из следующих элементов:

Пространство состояний P{S);
Пространство управлений Р {SQ ;

Ограничение на управления U. Это - функция на множество Р (S) со

значениями в множестве непустых подмножеств множества Р {SC), которая
определяется для любогоp€P(S) равенством

Dip) ={qeP(SC)\q{r) =1 и р есть проекция q на S), (6)

где множество Г определено соотношением (1) из главы (8);
Функция системы Л Это — функция на множестве Р (SC) со значениями

в множестве Р {S), которая задается равенством

f(q) (S) - J f (Six, u)q(d(x, и)) VS 6 Bs, (7)
SC

где ядро t (dx'\ x, и) определено формулой (З) из главы (8) ;

Коэффициент дисконтирования а;

Функция издержек за один шаг ~§. Это - функция на множестве Р {SC) со

значениями в множестве Я0, определяемая равенством

9(q) - / g(x, u)q(d(x, и)). (В)
SC

Модель (DM) наследует многие свойства регулярности модели (SM).
Пространство состояний Р (S) и пространство управлений Р (SС) этой
модели является борелевскими пространствами (следствие 7.25.1). Функция
системы f измерима по Борелю (предложение 7.26 и следствие 7.29.1), а
функция издержек за один шаг g является полуаналитической снизу (следствие
7.48.1). Далее, в случае (Р) для модели (SM) имеем g > 0, в случае (N)
имеем д< 0, в случае (D) имеем 0<а<1 и —b<g<b.

Определение 9.5. Стратегией в модели (DM) называется

последовательность отображений я = _(ju0, Д1 ^ . -) такая, что при любом к Цк есть

функция Р [S) -+Р(SC), и цк (р) € U{p) при любом pGP(S). Множество
всех стратегий в модели (DM) будет обозначаться через П. Мы не налагаем

никаких ограничений типа измеримости на эти отображения. Стратегия я

вида я = (/*, ц,...) называется стационарной.
Определение 9.6. При любых мерер0 € Р(S) и стратегии я = (ц0, цх,...)

в модели (ОМ) издержками, соответствующими стратегии я в состоянии

Ро, называется величина

J-iPo) - 2 <**giqk). (9)
я

*=о

где последовательность управлений {qk} определяется рекурсивно
посредством уравнения

Qk
- Д*(Р*>. Дг-0.1 (10)

и уравнения системы

Рх+\ -7((у*>. * = 0,1,... (11)
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Если я = (ц, IX,...) — стационарная стратегия, то вместо J% будем
писать Jp> Оптимальные издержки в состоянии р<> равны

7*(Ро) = mf. Jl(po).
*Геп

*

Понятия еоптимальной и оптимальной стратегий для модели (DM) не

отличаются от тех, что введены в определении 9.3 для модели (SM).

Определение 9.7. Последовательность (р0/ q0. <7ь...) €
€ P(SJP(SC)P(SC)- • • называется допустимой в модели (DM), если

Яо Е Uipo) и ^Л+1 € U[f(qk) ], А: = 0, 1,... Множество всех

допустимых последовательностей будем обозначать через А.

Допустимые последовательности — это просто последовательности

управлений 9о, 9ь • • • вместе с начальным состоянием р0, которые могут

формироваться) с помощью некоторой стратегии модели (DM)
посредством уравнений (10) и (11). За исключением р0, мерыр* не включаются

в последовательность, но могут быть восстановлены как проекции мер qk

на множество 5 (см. (6)).
Определение 9.8. Пусть дана функция J: Р {S) -» R \ и пусть /Г: P(S)->

-* Р[SC) - такое отображение, чтоц(р) GJJ[p) при любой мереpGP{S).
Оператор Т^, отображающий J в T^(J): P{S) -*Я*, определяется

равенством

Тц{Т)(р) = д[Ц(р) + *J[f\Ji{p)n VpGPiS).

Оператор Т,отображающий J sT(J): P{S)-»R*t определяется равенством

TiJ) (p) = inf { fip) + aJ[f\q)]) Vp G P(S).
<*ec/<P)

Так как модель (DM) детерминированная, ее можно исследовать на

основе результатов, полученных в части I, главы 4 и 5, или в книге [12],
поскольку в детерминированной модели нет необходимости, налагать

ограничения типа измеримости на стратегии. Операторы 7д и Г из

определения 9.8 представляют собой частные случаи операторов,

определенных в разделе 2.1. В данном случае Н\р, q,J ) - cf(q) + aJ [f (q)i При таком
выборе Н предположение монотонности из раздела 2.^выполняется. Легко
видеть, что издержки, соответствующие стратегии я = (д0, Мь ...), которые

задаются формулой (9), имеют вид (ср. раздел. 2.2)

7- = lim (f-... Г- )(70),

где 10{р) = О при всех р е P(S). He представляет труда проверить, что
в случае (D) предположение сжимаемости из раздела 4.1 выполняется,
если в качестве В берется множество ограниченных действительных
функций на множестве PiS), m кладется равным единице, ар= а. В случае
(Р) выполняются предположения 1,1.1 и I.2 из раздела 5.1, а в случае (N) -

предположения D, D.1 и D.2 из того же раздела.

9.3. Связь между моделями

Определение 9.9. Пусть тг = (ц0, /ii,...) € П - марковская стратегия

в модели (SM), и пя [Цо, jli,...) £ IT — стратегия в модели (DM). Пусть

задана мера р0 € Р (S). Если для всех к выполняется равенство

fHklC\x)PkW = jTk{pk)(SC) VSf Bs, C6BC, (12)
§.

К
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где мера рк порождается мерой р0 и стратегией я посредством
уравнений (10) и (11), то говорят, что стратегии я и я соответствуют друг
другу для меры р0. Если стратегии я и я соответствуют друг другу для

любой меры р G P(S), то говорят, что стратегии я и я соответствуют друг
другу.

Если стратегии я и я соответствуют друг другу для меры р0, то

последовательность мер [<70(я, Ро), Я\(п, Ро),...], порождаемая мерой р0 и

стратегией я посредством уравнения (8) из главы 8, совпадает
(^последовательностью (9о, Я\,...), порожденной мерой р0 и_стратегией я

посредством уравнений (10) и (11). Если стратегии я и я соответствуют друг

другу, то они порождают одну и ту же последовательность (q0, Яг, ...) для

любой начальной меры р0.

Предложение 9.2. (P)(N)(D) Для любоймарковской стратегии я€П
существует соответствующая стратегия я G П. Для любых стратегии я G П
и меры ро € PfS) существует марковская стратегия я G П,
соответствующая стратегии я для меры р0.
Доказательство. Если дана стратегия я = (д0. Mi,...) G П, то

для любого к и любой меры рк € P(S) существует единственная

вероятностная мера flkiPk) на SC, удовлетворяющая равенству (12)
(предложение 7.45). Далее,

&(Р*)(Г)= /ftU/(x)|x)pjt(tfe)-1v (13)
s

поэтому стратегия я = (/Г0, Mi,...) принадлежит множеству_П и

соответствует стратегии я. Если даны стратегия я = (/i0, Mi,!..) G П и мера

р0 е Р{$), то обозначим (р0/ Р\, Рг....) последовательность,

порождаемую, мерой До и стратегией я посредством уравнений (10) и (11). Для
любого к выберем борелвеское стохастическое ядро цк{с/и\х),
удовлетворяющее равенству (12} для данной меры рк (следствие 7.27.2). Тогда
выполняется соотношение (13), поэтому для почти всех х по мере рк

справедливо

Hk(U\x)\x) = 1. (14)

Изменяя iik(du\x), если необходимо, на множестве р^-меры нуль, мы

можем предполагать, что соотношение (14) выполняется для любого

х G S, и удовлетворяется равенство (12). Тогда стратегия я =

~

(Mo, Mi,...) G П соответствует стратегии я для меры р0. П

Предложение 9.3. (P)(N)(D) Пусть даны мера pGP{S), стратегия я GII

и стратегия я G П. £с/ш стратегии nun соответствуют друг другу для
меры р, то

7_(р) = JJn{x)p{dx).

Доказательство. Из равенства (7) главы 8, равенств (5), (8),

(9) и теорем о монотонном или ограниченном предельном переходе под
знаком интеграла получаем

fJ„{x)p{dx)= /[ 2 а* / gdqk(n, px)) p(dx) =

s *=о
skck

оо

-2a*/ / gdqk(it, px) p{dx) -

*=о s skck

оо оо

= 2 а* / gdqk(Ti, р)* 2 a*J[Qk]jr, р)] = ./,-(р). П
* = о 5fcC/k

* = о

13"
* *
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Следствие 93.1- (P)(N)(D) Пусть даны состояние x^S, стратегия тгЕП
и стратегия 7г_Е П. Если стратегии кип соответствуют друг другу для
меры рх, то Jw{px) = Jn{x).
_ Следствие 93.2. (P)(N)(D) Для любого xGS справедливо соотношение

Доказательство. Из следствий 9.1.1, 9.3.1 и предложения 9.2

следует, что для любого xGS выполняется цепочка равенств

Г*ЬХ) = inf Jwipx)= inf Л(х)=*/*(х). П

Следствие 9.3.2 показывает, что функции J* и J
*
связаны друг с

другом, но довольно слабо, поскольку эта связь распространяется только на
значение*/* на множестве S = {px€P(S)\xGS}. В предложении 9.5 мы

усилим эту связь, но для того, чтобы сформулировать это предложение,
нам нужно ползать, что функция J* обладает определенной
измеримостью. Этому посвящено предложение 9.4, которое мы докажем с

помощью следующей леммы.
Лемма 9.1. Множество А допустимых последовательностей в модели

(DM) являетсяаналитическимподмножествоммножества P(S)P{SC)P(SC) • • •

Доказательство. Множество А равно А0 П [П£-о0*], где

А0 = {(Ро, Qo* 9i....)l9o€(7(po)}f
Bk - {(Po<9o*9i.---)l9*+i G У(7(%Ц}.

В силу следствия 7.35.2 достаточно показать, что множества А0 и Вк, к =

= 0,1,..., — аналитические. Согласно предложению 738 для этого
достаточно убедиться, что множества

4= {(рь </,) е PiS)Pi$C)\gl G 0\рх)),
* = {(qo.qi) ^P(SC)P{$C)\qx^U[f(q0)])

являются аналитическими. Пусть Р(Г) = {q €P(SC) \ q(r)
- 1}, где

множество Г задается формулой (1) из главы 8. Тогда множество Р{Г) является

аналитическим (предложение 7.43). Из равенства (6) следует, что

множество А представляет собой пересечение аналитического множества P(S) Р{Г)
(предложение 738) с графиком функции о: P(SC) -* P{S), которая
отображает меру q в ее проекцию на S. Легко проверить, что функция о

непрерывна (предложение 7.21 (а) и (б)), поэтому множество <3(о)
является борелевским (следствие 7.14.1). Следовательно, множество А

является аналитическим. Множество В представляет собой прообраз
множества А при измеримом по Борелю отображении {q0, Q\) ~+ [f(qo), q\ 1,
и поэтому также является аналитическимПредложение 7.40). П

Предложение9.4. (P)(N)(D) Функция J*: P(S)-*R* является

полуаналитической снизу.

Доказательство. Определим функцию G: А-*/?* формулой
оо

G(Po, q0, Qi. —) - 2 akg{qk), (15)
* = 0

где А — это множество допустимых последовательностей (определение 9.7).

Тогда функция G полуаналитическая снизу в силу леммы 7.30 (2), (4) и

леммы 9.1. По определению функции J* \л множества А имеем

7*(р0)= inf G\p0,q0,qXt...) Vp0GP(S), (16)
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поэтому функция J
*

является полуаналитической снизу в силу

предложения 7.47. D

Следствие9.4.1. (P)(N)(D) Функция J*: S-+R* является

полуаналитической снизу.
_

Доказательство. В силу следствия 9.3.2 J*(x) s J *[6(х)] для

х€5,где 8{х)=рх есть гомеоморфизм, определенный в следствии 7.21.1.

Применив лемму 730(3) и предложение 9.4, получим, что функция J*
полуаналитическая снизу. D
Лемма 9.2. Для любых меры pGP(S) и числа е > 0 существует

стратегия я в модели (ОМ) такая, что выполняются неравенства

(P)(D) 7-(р) < JV*(x)pfc/x) + е,

. РЧх)р(с/х) + е, если fJ*\x)Pidx) > -~

(N) Jw{p)<п {- 1/е, если fJ*{x)p(dx)"

G[px. о<*>]< (18)

Доказательство. Из следствия 94.1 вытекает, что интеграл

fj*(x)p{dx) вполне определен. Пусть даны мера pEP(S) и число е > 0.

Пусть функция G: А-►Я* определена формулой (15). Предложение 7.50

гарантирует, что в случаях (Р) и (D) существует универсально измеримый
селектору: Р{$)-+ P{SC)P{SO ••• такой, что (р, </>(р))€А для любой

меры р € P(S) и выполняется неравенство

G[p, ф)] <7*(р)+ е VpGPlS).

Пусть отображение a: S-* P(SC)P{SC) определено равенством а(х) = ifcx)-
Тогда функция а универсально измерима (предложение 7.44) и

выполняется неравенство

G[px, а(х)] < J*{x) + е VxGS. (17)

В случае (N) существует универсально измеримая функция о: S -+

-*P{SC)P{SC) • • • такая, что {рх, о(х))€ А и

./*(х) + б, если 7*(х) > -~

-(1+б2)/^оо1/Ф), если Г(х)=-~,

длялюбого xGS, где P«t/*) =р({х|7*(х) = -»)) при р({х|7*(х) =

■ -°°)) > 0# и PeoU*) = 1 в противном случае.
Введем обозначение а(х) - [q0(d\*0, u0)\x), qi(d(xu их)\х),...].

Любая мера Qk(d{xkfuk)\x) представляет собой универсально измеримое
стохастическое ядро на множестве S* С* при условии 5. Более того,

</0М*о, u0)\x)eU{px) VxGS

и для Лг — 0,1,...

<7*+1<</<х*+1/ i/*+i)|x)€(7(7[Q*(c/(ifbi/*)|x)]) VxGS.

Для х = 0,1,... определим меру q* £^(SC) равенством

?*<*) e fQkiB\x)p(dx) \/ВеВ8с.

Тогда <Г*(П = 1, Дг-0,1,... Покажем,что (р, aj>, "*7Ь .. .)€Д. Так как

проекция меры tMrffco/UoH*) на множество S0 равна рх, имеем

Qo (S0C0) - /<7о(50С0 I*****) =

= / XSA ix)pidx) = ptfo) V$o € Bs,
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поэтому q0 € U(p). Для к = 0,1,... имеем

Qat+i (§л+1Са:+1 )= fqk+x(Sk+lCk+l\x)p{dx) =

■ / / tlSh+i \*k, uk)qk(d{xkf uk)\x)p[dx) =

■ / '(?*+i I**, "*)?*M**, £/*)) VS*+1 € B5.

Следовательно, д*+1 €U[T(qk)] [p, q0, 'qlt.. .)€Д.
Пусть я — произвольная стратегияj модели (DM), порождающая

допустимую последовательность (р, q0, Qi, . . .). Тогда в случаях (Р) и

(D) из неравенства (17) и теорем о монотонном или ограниченном
предельном переходе под знаком интеграла следует

оо

*=° skck
оо

a 2 а* / / flr(x*, uk)qk(d{xk, uk)\x)p(dx) =

* = o

^5 S/tCjt

= /[ 2 a* / g{xkf uk)qk(di*k, uk)\x))p{dx) =

s *=0
Skck

- /Gb*, a(x)]p(cfx)<p*Mp(</x) + e.

В случае (N) из теоремы о монотонном предельном переходе имеем

7_(р) = fGlpx, o{x))p(dx). (19)
s

Если р({х|7*(х) = —°°}) = 0, то из соотношений (18) и (19) следует, что

7_(р) < р»р(с/х) + б,

где обе части могут равняться —«>. Если р({х|7*(х) ■ -°°})>0, то

fj*b)p{dx)- —°°
и из соотношений (18) и (19) получим

7 (р) < f [J* (х) + е] р(оГх) - (1 + е2 )/б <

< е-(1+€2)/б = -1/6. a

Предложение 9.5. (P)(N)(D) Для любой меры pGP($) выполняется

равенство

7» = JV(x)p(</x).

Доказательство. Из леммы 9.2 следует, что

7» < р*(х)р(сГх) VpG/>(S).

Для получения противоположного неравенства предположим, что мера р

принадлежит множеству /4S) и я—стратегия £ модели (DM). Существует
стратегия я € П, соответствующая стратегии п для меры р

(предложение 9.2), и в силу предложения 9.3 выполняется неравенство

7_(р)= fJnMp(dx)> fJ*(x)p(dx).
x

Взяв инфимум от левой части по тГ€ П, получим требуемый результат. О
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Предложения 9.3 и 9.5 являются ключевыми в установлении связи между

моделями (SM) и (DM). В качестве примера их применения рассмотрим

такое следствие.
_

Следствие9.5.1. (P)(N)(D) Предположим, что я€П и я€П -

соответствующие друг другу стратегии в моделях (SM) и (DM). Стратегия п on-

тимальна тогда и только тогда, когда оптимальна стратегия я.

Доказательство. Если стратегия я оптимальна, то

7- (р) = fJnlx)p(dx) = fJ*(x)p(cfx) = 7*(р) \fpeP(S).

Если оптимальна стратегия я", то

Л(х) = 7_(р*) = 7*(рх) = Г(х) VxGS. □

Очередное следствие представляет собой технический результат, который
понадобится в главе 10.

Следствие 9.5.2. (P)(N)(D) Для любой меры р GP(S) выполняется

равенство

fj*b)p(dx)= inf fJnlx)p(dx).
ягеп

Доказательство. В силу предложений 9.2 и 9.3 имеем

Г(р) = inf fJn{*)pidx) \fpGP(S).

Остается применить предложение 9.5. □
__

Теперь займемся исследованием связей между операторами Тц и Гд
и между операторами Г и Г. Первое предложение есть прямое следствие

определений, и мы представляем читателю проверить его справедливость.
Предложение 9.6. (P)(N)(D) Пусть функция J: S-+R* универсально

измерима и удовлетворяет одному из условий J>0, или J<0, или —с <

<J<c, с<°° в зависимости от того, какой из случаев (Р), (N) или (D)
имеет место. Пусть функция J: P{S)-+R* определена соотношением

7(р)= JJlx)p(dx) VpePIS),

и предположим, что отображение jx: P[S) -* P(SC) имеет вид

iHp)iSC)= f »(c\x)p(dx) vs€B5/ севе
s

для некоторого отображения ix€U(C\S)*). Тогда JHp)€U{p) для любой
меры р € P(S) и выполняется равенство

f-(7)(p) = /Гм(У)(х)р(</х) Vpe/>(S).

Предложение 9.7. (P)(N)(D) Пусть функция J: S-*R* полуаналитическая
снизу иудовлетворяетодномуиз условий J>0, или J<0, или —c<J<c,
с<°°, в зависимости от того, какой из случаев (Р), (Ы) или (D) имеет

место. Пусть функция J : P{S) -» R* определена соотношением

Т(р) = fJlx)p[dx) \fp G P(S). (20)

Тогда выполняется равенство

ft7)(p) = fTV)lx)p(dx) VpePiS).

*) Множество U(C\S). определенное в разделе 8.2, представляет собой совокупность
универсально измеримых стохастических ядер ц на множестве С при условии S,

которые для любого х € S удовлетворяют равенству цШ(х) I х) = 1.
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До казател ьство. Для мер pGP(S) nqGUIp) имеем

g(q)+<*T[7(q)] = / [gb,u)+aJJb')tVx'\x,u)]qUHx,u)) >

SC S

> f 74/)(x)p(cfx),
s

откуда следует неравенство

f(J){p) > /7ЧУ)(х)р(</х).
Из леммы 8.2 следует, что для любого числа е > 0 существует такая мера

д€ U{C\S), что

! [9^u)-yajJ^)t(dx \xtu)] ц{с!и\х) < H/)(x) + 6.

с $
Пусть мера q € U{p) такова, что

<7(sc) = /m(C|x)pWx) vse bs, cgbc.
S

k

.

Тогда выполняются соотношения

f(T){p) < f [gOc,u) + a fJb')tidx'\x,u)] q{d{x,u)) =

SC S

-J / lg\x.u)+afJb')t(dx'\x,u)]n(du\x)pidx) < fT{J){x)p(dx) + e,

5 С 5

где выражение /7V) (x)p (e/x) + e может принимать значение —°°.

Следовательно, выполняется неравенство

Т{Т){р)< fT[J){x)pidx). П

9.4. Уравнение оптимальности — характеризация оптимальных стратегий

Как отмечено вслед за определением 9.8, модель (DM) представляет
собой частный случай модели, рассмотренной в части I и [12] ). Это
позволяет нам легко получать результаты для обеих моделей (SM) и (DM).
Наиболее ярким примером этого является следующее предложение.

Предложение 9.8. (P)(N)(D) Справедливы равенства

Т* = 7(7"*), (21)

J* = П/*). (22)

До казательство. Уравнение оптимальности (21) для модели

(DM) получается из предложений 4.2(a), 5.2 и 5.3 или из [12, глава 6,
предложение 2 и глава 7, предложение 1]. Тогда для любого х Е 5 в силу

предложений 9.5 и 9.7 имеем

J*W =J*(px) = f(J*) (px) = ПГ) (х),

поэтому выполняется также и равенство (22). □

Предложение 9.9. (Р) (N) (D) Если тг= (Д,Д,...) —стационарная

стратегия в модели (DM), то!р= T-Q-). Если тг в (/ч, М, • • • ) — стационарная

стратегия в модели (SM), то 7М = ГД(7М).

•) В то время как мы допускаем, что функция д" является действительной в

расширенном смысле, в главе 7 из [12] предполагается, что функция издержек за один шаг

является действительной функцией. Это более ограничительное предположение не

существенно для любых результатов из [12]> на которые мы ссылаемся.
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Доказательство. Для модели (DM) этот результат следует из

предложения 42 (б), следствия 5.3.2 или из [12, глава в, следствие 2.1 и

глава 7, следствие 1.1]. Пусть я = (/и, /и, ...) - стационарная стратегия
модели (SM) и пусть я ■ (Д, /и, ...) - стратегия в модели (DM),

соответствующая стратегии тг. Тогда для любого х G S в силу предложений 9.3 и

9.6 выполняются равенства

J^lx) =ЗцЬх) - Гд(7д) (рх) = rMt/M) (х). П

Заметим, что предложение 9.9 для модели (SM) не может быть выведено

из предложения 9.8, если рассматривать модифицированную модель (SM) с

ограничениями на управления вида

Ц,(х) = {м(*)} Vx€S, (23)

как это было сделано при доказательстве следствия 5.2.1. Даже если

селектор ц является нерандомизированным и соотношение (23) имеет смысл,

множество Гм - { (х, и) | х € S, £/€ (Ум(х)}может не быть аналитическим, поэтому
t/M не является допустимым множеством ограничений на управления.

Уравнения оптимальности являются необходимыми условиями для
оптимальных функций издержек, но за исключением случая (D) они никак

не являются достаточными. Справедливы следующие частные результаты

о достаточных условиях.

Предложение 9.10.
(Р) Если для функции J: P{S) -+ [0,°°] имеем J > T(J) ,roJ>J*; если

функция J: S-+ [0, °°) полуаналитичнаснизу uJ> ТУ), то J>J*.

(N) если для функции J: P{S) -* [- *>, 0J имеем J<TV),toJ<J*;
если функция J: S -» [— °°, 0] полуаналитична снизу и J< T{J), то J<J*;

(D) если для функции J: P(S) -* [—с, с], с <°°, имеем J - ТУ) , то J-

= J*; если функция J: S -* [—с, с], с < °°, полуаналитична снизу uJ** ТУ),
то J = J*.
Доказательство. Сначала рассмотрим утверждения для модели

(DM). Результат, относящийся к случаю (Р), следует из предложения 5.2,
результат для случая (N) следует из предложения 5.3, а для случая (D) —

из предложения 4.2(a). Результаты для модели (DM) следуют из

предложения 2 и незначительных изменений доказательства предложения 9 из [12,
глава 6].

Теперь мы установим справедливость предложения для модели (SM) в

случае (Р). Аналогично нужно действовать и в случаях (N) и (D). Если
дана полуаналитическая снизу функция J: S •+ [0, °°], удовлетворяющая

неравенству J > ТУ), то определим функцию J: P{S) -» [0, °°]
соотношением (20). Тогда в силу предложения 9.7 получим

1{р) - fJWpidx) > f ТУ) (x)p(dx) = ТУ) (р) Vp € P(S).

Опираясь на результат для модели (DM), выводим, что7> J*. В частности

J(x)=7{px)>7*{px)=J*W VxGS. П

Предложение 9.11. Пусть И - (/5, Д, • • •) и тг - (м, М,...) являются ста-

ционарными стратегиями вдюбелях (DM) и (SM) соответственно:

(?) Если для функции J: P{S) -+ [0, «>] имеем J > T-{J),toJ>J^;
если функция J: S-+ [0, °°] универсально измерима и J> Гм1/), го»/ > */^.

(N) Если для функции J: P{S) -» [- °°, 0] имеем J< T-Q), го •/<•/-;

если функция J: S -» [-°°, 0] универсально измерима и •/< Гм У), то J<J^.
201



(D) Если для функции J \ P(S)-+[-c,c],c<00,UMeeMJ=Tj;{J),ToJ'!*
= Jjj; если функция J: S -М- с, с], с < «>, универсально измерима и J *

= ГМ(Л го J = J„.
Доказательство. Результаты для модели (DM) следуют из

предложения 4.2(6) и следствий 5.2.1 и 5.3.2 или из результатов работы [12,
следствие 2.1 и тривиальные модификации следствия 9.1 главы 6].
Результаты для модели (SM) следуют из результатов для модели (DM) и

предложения 9.6 так же, как при доказательстве предложения 9.10. D
Из предложения 9.11 следует, что в случае (Р) функция представляет

собой наименьшее неотрицательное универсально измеримое решение

функционального уравнения J = ТЦУ). В случае (D) функция J^ представляет

собой единственное ограниченное универсально измеримое решение этого

уравнения. ЭтоДОет нам простое необходимое и достаточное условие

оптимальности стационарной стратегии в случаях (Р) и (D).
Предложение 9.12. (Р) (D) Пусть if= (Д, Д,... ) и п = (м, М, • • • )

являются стационарными стратегиями для моделей (DM) и (SM) соответствен-

но. Стратегия к оптимальна тогда и только тогда, когда J* = Т-0*).
Стратегия и оптимальна тогда и только тогда, когда J* - T^iJ*).
Доказательство. Если стратегия тг оптимальна, то 7- = J*. В силу

предложения 9.9 J* = Т-0*). Обратно, если J* - Г-(7*), то в силу

предложения 9.11 выполняется неравенство J* > J^ и стратегия эт оптимальна.

Для модели (SM) доказательство следует из тех же предложений, но для

модели (SM).
Следствие 9.12.1. (Р) (D) В модели (SM) оптимальная

нерандомизированная стационарная стратегия существует тогда и только тогда, когда ин-

фимум
inf {g(x,u) + *JJ*bc')t{dx' \x,u)) (24)

достигается для любого х £ S.

Доказательство. Если инфимум в выражении (24) достигается

для любого х € S, то в силу предложения 7.50 существует универсально

измеримый селектор /tt: S -+ С, график которого принадлежит
множеству Г и для которого

д[х,1лМ) +apV)f(cfx'|x/ м(*)) =

= inf {g(x,u)+afJ*lx')t{dx'\x,u)} VxES.
и € U(x)

Тогда в силу предложения 9.8 Гм1/*) ■ T(J*) =•/*, поэтому, как следует

из предложения 9.12 стратегия я = (до, ц,...) является оптимальной.

Если я = (до, до, ...) — оптимальная нерандомизированная стационарная

стратегия в модели (SM), то в силу предложений 9.8 и 9.9 выполняются

равенства

поэтому селектор до(х) доставляет инфимум в выражении (24) для
любого xGS. D

В предложении 9.19 мы покажем, что в случае (Р) или (D) из

существования какой-либо оптимальной стратегии следует существование

нерандомизированной стационарной оптимальной стратегии. Это означает, что
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следствие 9.12.1 фактически дает необходимое и достаточное условие

существования какой-либо оптимальной стратегии.
В случае (N) мы можем воспользоваться предложением 9.10 для

получения необходимого и достаточного условия оптимальности данной

стационарной стратегии. Это условие, однако, не столь полезно, как условие

предложения 9.12, так как оно не может использоваться для построения

стационарной оптимальной стратегии, подобного содержащемуся в следствии 9.12.1.

Предложение 9.13. (N) (D) Пусть я - (Д, Д, ...) и я - (м, М,...) -

стационарные стратегии для моделей (DM) и (SM) соответственно. Страте-

гия я оптимальна тогда и только тогда, когда 7ц = Г(7-). Стратегия я

оптимальна тогда и только тогда, когда 7М = 7УМ).
Доказательство. Если стратегия я оптимальна, то J- =J*. В силу

предложения 9.8 имеем 7- ■ J* = f(J*) = 7V-). Обратно, если 7- = Г(7-),
то из предложения 9.10 следует, что J- <J*, и стратегия я оптимальна.

Если стратегия я оптимальна, то в силу (SM) -части предложения 9.8
имеем */м = 7УМ). Доказательство обратного утверждения представляет
собой более трудную задачу, так как (SM)-часть предложения 9.10 не

может быть получена без знания того, что функция */м полуаналитична снизу.

Пусть я - (Д, Д, ...) - стратегия в модели (DM), соответствующая

стратегии я - (м, М, • • •), так что */д-(р) ■ /«/м(х)р (dx) для любого р G P{S).

Тогда для фиксированных мерр € P{S) и q € U{p) выполняется неравенство

giq) + <*7-Ш] = J [д(х, и) + a f JAx)t(dx \ x, u))q(d{x, и)) >
М

SC S

>f inf {д(х,и) + * f J^tidx \x,u))p(dx),
uGU(x) S

если только подынтегральная функция

T{JJ (х) - inf (g(x, и) + a fJM')t(dx' \ x, u)}

универсально измерима по х. Но, по предположению, ТУЦ) - 7М, a JH
универсально измерима, поэтому

Я?)+а7-[%)] >рм(х)р(сГх)=7д(р). >

Взяв инфимум от левой части по q € U{p) и используя предложение 9.9,

видим, что 7W-) ^ 7- = Тр(1ц). Обратное неравенство выполняется

всегда, и в силу результата, уже доказанного для модели (DM), стратегия я

является оптимальной. Оптимальность стратегии я вытекает из

следствия 9.5.1. D

9.5. Сходимость алгоритма динамического программирования
-

существование стационарных оптимальных стратегий

Определение 9.10. Алгоритм динамического программирования для
моделей (DM) и (SM) определяются рекуррентно следующим образом:

Л(Р)=0, Vp€/>(S),

Л + 1(Р) = П/*)(р) VpGPiS). k = 0,1

4>(х) = 0 Vx€S,

Л*1 (х) - TUk) (х) Vx €£ * = 0, 1,...
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И* предложения 8.2 нам известно, что этот алгоритм дает оптимальные

функции издержек за к шагов ./£. Для простоты обозначений будем здесь

опускать значок "*". Здесь мы имеем дело со случаем бесконечного

горизонта, и нас интересует, сходится ли при к -» °° последовательность

функций Jk к функции У .__
В случае (Р) имеем J0 <Jit и поэтому^ = Н/0) <T{Jt) =J2.

Продолжая, видим, что Jk представляет собой возрастающую последовательность

функций, и поэтому предел */м = lim*-*,» Л существует и принимает
значения из интервала [0, + °°].

В случае (N) Jk представляет собой убывающую последовательность

функций и предел */м существует и принимает значения из

интервала [- °°, 0]..
В случае (D)jимеем
7o<b + 7Vo),

0 <Ь + ГЦ) <Ь + Т[Ь + Ыо)] - (1 + <*)Ь + T2(J0),
0 <Ь + Т[Ь + Т&о)] - (1 + а)Ь + Г2(70) <

<6+П(1+а)6 + Г2(7о)] = (1+а + а2)Ь+Г3(70),
и вообще

/=о /=о
*-*

Мы видим, что при *-*«> величина 6 2 а; + Г*(7о), возрастая стремит-

ся к некоторому пределу. Но b 2 а'«6/(1-а), поэтому предел Л., =

/ = о

■ Mm*-»,» 7*1/о) существует и удовлетворяет неравенству
— Ь/(1 — а) <

<Л.. Аналогично можно установить, что 1Ж <Ы{\ — а).

Теперь, для функции J : P{S) -+ [- с, с], с < °°, имеем

Jo <J + c, Г(70) <f(7+c) = ас+ TV),

и вообще Г* (70) < а
*
с + Г

* (J). Отсюда следует, что

JM<liminf Г*(7).

и аналогичные выкладки, начинающиеся с неравенства 7- с <70,
показывают, что limsupfc-oo fk(J)<J00. Следовательно, в случае (D) для любой

ограниченной действительной функции J на множестве P(S) имеем JM =

= lim*->oof*(7).
Те же рассуждения могут быть использованы для установления

существования предела */„,= lim *_►«*/*• В случае (Р) имеем J^: S-»[0f+ <*>];

в случае (N) имеем J„: S-+ [-°°, 0], наконец в случае [D) функция 7М =

■ lim^^M Tk{J) принимает значения из интервала [—6/(1 -а), 6/(1— а)]

(подразумевается, что функция J: S-+[—c,c], с < °°, является

полуаналитической снизу функцией). Заметим, что в силу леммы 7.30(2) в каждом

случае функция */w является полуаналитической снизу.



Лемма 9.3. (P) (N) (D) Для любой меры pEP{S) выполняется

соотношение

JkW=fJkMPldx). к = 0,1 * = °о.

Доказательство. Для к = 0,1,... справедливость утверждения
леммы устанавливается по индукции из предложения 9.7. Если к = °°, то

результат в случаях (Р) и (N) следует из теоремы о монотонном

предельном переходе под знаком интеграла, а в случае (D) - из теоремы об

ограниченном предельном переходе под знаком интеграла.

Предложение 9.14. (N) (D) Имеют место равенства

J»=J\ (25)

J„=J*. (26)

Более того, в случае (D) выполнение алгоритма динамического

программирования может быть начато с любой функции J: P(S) -» [-с, с], с < °°, или

с любой полуаналитической снизу функции J: S -+[—с,с],с<°°; при этом

приближения сходятся равномерно, т.е.

lim sup \Tk(J){p)-J*{p)\ = 0. (27)
*->eo pep(S)

lim sup I r*(7)(x)~7*(x)| = 0. (28)

Доказательство. Для модели (DM) результат следует из
предложений 4.2 (в) и 5.7 или из результатов книги [12, глава 6, предложение 3 и

глава 7, предложение 4]. В силу леммы 9.3

JkM =Л(Р*> Vx е S. к = 0,1 к = °о

поэтому из равенства (25) следует (26). В случае (D) для любой

полуаналитической снизу функции J: S -+ [—с, с],с <<*>, определим функцию J:
P(S) -* 1-е, с] формулой (20). Теперь равенство (28) следует из

равенства (27) и предложений 95 и 9.7. D

Случай (D) наиболее удобен для вычислительных процедур. Развитая

здесь техника может быть применена к предложению 4.6 или к

предложению 4 из главы 6 книги [12] для того, чтобы показать справедливость в

модели (SM) приведенных там оценок погрешностей. Мы докажем

теорему для модели (SM). Аналогичный результат справедлив, конечно, и для

модели (DM).
Предложение 9.15. (D) Пусть функция J: S -> [-с, с], с < <*>, полуана-

литична снизу. Тогда для всех х G S и к * 0, 1,... выполняются

неравенства

TkV) (х)+Ьк < Г**1 (У) (х) +*>*+1 <

<J*{xXTk + l{J)ix)+bk+l<TkU){x)+bkt (29)

где

6*=[а/(1-а)] inf [T*V)M-T*-lV)Mh (30)
xGS

6** [а/(1-а)] wp [Г*(У) W-Г*"^Кх)]. (31)
xGS

Доказательство. Для любой полуаналитической снизу
функции J: S -* [—с, с), с < <*>, определим функцию J: P(S) -» [—с, с] с

помощью соотношения (20). В силу предложения 9.7 имеет место соот-
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ношение

fk(J) {p) = fTk(J) Wp(dx) VpeP(S), к = 0, 1, ...

Следовательно,

bk = [a/(1 -a)] inf lfkQ) (p) -~Tk-lQ) (p)J,

bk = [a/(1 -a)] sup lfk(J) (p) - ?*-lQ) ML
pgp(S)

где величины bk и Ък определены формулами (30) и (31).

Положив в предложении 4.6 ах = а2 = а или используя доказательство

предложения 4 главы 6 из [12], получим, что

Тк0)ф)+Ьк<Тк
+

10)1р)+Ьк + г<

<J*lp)<?k^(J)lp)+bk + l<TkQ)lp)+bk.
Полагая здесь pt »р , получим неравенство (29). D

Для модели >(SM) невозможно построить алгоритм итерации стратегий
аналогично тому, как это было сделано в предложениях 4.8 и 4.9. Одна из

трудностей состоит в следующем. Если на км итерации мы построили

стратегию {цк, цк,...), где рк € U{С| S), то функция */м универсально

измерима, но не обязательно является полуаналитической снизу. Нам хотелось

бы найти селектор /ti* +i е U(C\S) такой, чтобы выполнялось неравенство

4+i4'^^' + e' где e > 0 - некоторое наперед заданное малое

число, но предложение 7.50 к этому случаю неприменимо.
Обратимся теперь к вопросу о сходимости алгоритма динамического

программирования в случае (Р). Без дополнительных предположений мы
можем получить только следующий результат.

Предложение 9.16. (Р) Имеют место неравенства

Joo<J\ (32)

Joo<J*. (33)

Более того, следующие утверждения эквивалентны:

(а) J„ = r(7j,
(6)J00^J\

(г) ^=Г.
Доказательство. Неравенство (32) очевидно, и в силу

предложения 9.10 из него следует эквивалентность утверждений (а) и (6). Из
леммы 9.3, предложения 9.5 и неравенства (32) следует неравенство (33).
Условия (а) и (в) эквивалентны в силу леммы 9.3 и предложения 9.5.

В примере 1 мы имели ./„(О) ■ 0 и J*{0) = °°, поэтому неравенства (32)

и (33) могут быть строгими. Приведем теперь пример, в котором не только

J„ отличается от J*, но */м является борелевской функцией, а •/* — нет.

П р и м е р 2 (Блекуэлл). Пусть 2 представляет собой множество

конечных последовательностей положительных чисел, а//- множество

функций h на 2 со значениями 0 или 1. Тогда множество И может

рассматриваться как счетное декартово произведение копий множества {0,1},
занумерованных множествами из 2. Пусть множество {0, 1} имеет дискретную

топологию, а множество И — топологию произведения, тогда И представляет
собой полное сепарабельное метризуемое;лространство (предложение 7.4).
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Типичным базисным открытым множеством в пространстве Н является

множество {he H\h[s) = 1 VsG2b/?(5)=0 Vs € 22}, где Si и 22 -

конечные подмножества множества 2.

Рассмотрим систему Суслина Я: 2-► Вя, определенную формулой

/?(s) = {/»е/У |Ai(s) = 1} Vs€2.

Тогда множество

/V(W = {/ie/y|3(fbf2,...)GN такая, что, Л(ГьЬ Г„) - 1 Vn}

представляет собой аналитическое подмножество пространства И
(предложение 7.36). Теперь с помощью приложения Б покажем, что множество

N{R) неизмеримо по Борелю. Пусть У — несчетное борелевское
пространство и Q : 2 -»Ву — система Суслина такая, что множество N(Q) неизмеримо
по Борелю (предложение Б.6). Определим функцию ф: У -* И, полагая

(1, если y€Q(s),

10, если k£Q(s).

Если Si и 22 — конечные подмножества множества 2, то множество

*"Ч{Л€//|ЛМ-1 V$G2b />(5) = 0 Vs622}) =

-[ П 0(5)] П[ П (/-Q(s))]

принадлежит By. Совокупность Е подмножеств Е пространства Н, для

которых ф"1(Е) € By, представляет собой а-алгебру, содержащую базу
топологии в пространстве И, поэтому в силу замечания, сделанного после

определения 7.6, Е содержит В# и функция ф является борелевской. Для
любого s€2 имеем Qfc) = ф'1 [R{s)]t поэтому

/V(Q)= U П Q(s)= U П ф'1 [Я(*)] =

z6N 5<z z€N 5 <z

= ^"Ч U П ЯМ] «ф-1 [W?)].
zGN s<z

Так как множество /V(Q) не измеримо по Борелю, то/V (Я) также не

является борелевским множеством.

Определим модель принятия решений, положив S = А/2 *, где 2 *= 2 и{0},
С* {1,2,...}, U{x) = C для любого xG5 и

f([h.Q].u) = (h,u),

f([h, tflf Ь *„)].!/> - [Л, tf,,fc &,.!#>].

Переходы системы из состояния в состояние детерминированы, поэтому не

возникает вопрос о выборе пространства W и меры p(dw \х, и).
Выберем а = 1 и положим

{О,
если h{u) * 1,

1, если /?(*/) = О,

fUMfi.ta Г,,».*»- { t'
если />(?i, fr2 ?„,</) = 1,

если Mfbf2,-..ff«,w)-0.

Если система начинает движение из состояния х0 = [h, 0] и горизонт
бесконечен, то положительных издержек можно избежать в том и только в том

случае, если существует последовательность (£ь ^ - • •) такая, что
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Л (fl # fa f - - • f f я) - 1 для любого n, т.е. 7 *([/?, 0]) я 0 тогда и только тогда,

когда h € Л/(Я). Следовательно, функция 7* не является борелевской. При
конечном горизонте имеем

•/*+!<*> = П/*)(х)= inf {g\x,u)+Jk[f[x,u)]),

и так как множество С счетно, а функции f,gnJo измеримы по Борелю,
то функция Jk измерима по борелю для всех к - 0,1,2,... Отсюда
следует, что функция */„ борелевская.

Необходимые и достаточные условия предложения 9.16 трудно
проверить на практике. Me приведем здесь более легко проверяемые условия,

достаточные для равенства J00=J*.
Предложение 9.17. (Р) (D) Предположим, что существует

неотрицательное целое число к такое, что для любых х € S, X € R и к> к множество

Uk(x,\)={ubUW\g[x,u)+CLSJk(x)t(dx'\x,u)<\) (34)

компактно в С Тогда J„ =J*, J^ = J* и в модели (SM) существует
оптимальная нерандомизированная стационарная стратегия.

Доказательство. В случае (Р) для любого к имеем Jk <•/«,,
поэтому Jk +1

= T(Jk) < НО, и, переходя к пределу при к r*oot получим

Ло < TVJ. (35)

Пусть х G S - такое состояние, что JmM < °°. В силу леммы 3.1 для к > к

существует управление ик € U(x) такое, что

Jk + \Wm9b.uk)+CLSJk[/)t{dx' \хЛик).
Так как Jk <Jk + г <

• • • <•/«,, то отсюда следует, что для к > к

gix, и() + a fJk(x')t(dx' | x, u{) < glx, uf) +

+ afJib')tWx'\KUi) =Jt+xM <JmM v/>*.

Следовательно, {*/,• |/ > к) С Uk [x, •/«,(*) 1 Для любого к > к. Так как

множество Uk [x, •/«>(*) ] компактно, то все предельные точки

последовательности {uf | / > к) принадлежат множеству Uk [x, J^M] и существует

по крайней мере одна такая точка. Отсюда следует, что если и является

предельной точкой последовательности {ut \ i >к), то

йе n_Uklx.JmM].
к=к

Следовательно, неравенство

JmM >9lx,9i)+afJk{M')tidx' I x,u)>Jk + x(x)

выполняется для всех к>к.

Переходя к пределу при к -юо и используя теорему о монотонном

предельном переходе под знаком интеграла, получим, что неравенство

JmM-9lx.U) + afJm{x')tMx'\x, й)>Л(х) (36)

справедливо для всех х € S, при которых Jmix) < «>. При J^ix) ■ ее

неравенство (36) тоже справедливо и, таким образом, оно ве^но для всех

х € S. Из неравенств (35) и (36) видно, что J^ - TU^), и должны

выполняться условия (а) —(г) предложения 9.1£. В частности из неравенств (35)
и (36) получаем, что для любого х G S существует управление и € U(x)
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такое, что

Six) =gix.u) +afJmb'Wx' \х,й) = Г(Г) (x).

Существование оптимальной нерандомизированной стационарной стратегии
для модели (SM) вытекает из следствия 9.12.1.

В случае (D) условия (а)-(г) предложения 9.16 выполняются в силу

предложения 9.14. Если мы заменим функциюд над + 6, то получим модель
типа (Р). Эта новая модель также удовлетворяет предположениям нашего

предложения, поэтому для нее существует оптимальная
нерандомизированная стационарная стратегия. Эта стратегия оптимальна также и для
исходной модели типа (D). D

Следствие 9.17.1. (Р) (D) Предположим, что множество U(x) конечно

для любого х G S. Тогда JM =J*,J„ =J* ив модели (SM) существует
оптимальная нерандомизированная стационарная стратегия. Более того, если
множество С конечно, а функция g и множество Г измеримы по Борелю,
то в модели (SM) функция J* борелевская и существует борелевская
оптимальная нерандомизированная стационарная стратегия.

Следствие 9.17.2. (Р) (D) Предположим, что условия

(а)-{^определения 8.7 (полунепрерывная снизу модель) выполнены. Тогда */M =J*,JM =

i* J*, функция J* полунепрерывна снизу и в модели (SM) существует

измеримая по Борелю оптимальная нерандомизированная стационарная

стратегия.

Доказательство. Из доказательства предложения 8.6 видно, что

функции Jk полунепрерывны снизу при k e 1,2,..., так же, как и функции

(g(x,u) + afJkb')t(dx'\x,u).

Kkbc,u)A если (х,</)€Г, (37)
I «>, если (х, и) £ Г.

Для любого числа X £ Я и фиксированного к нижнее множество уровня

{(x,u)esC\Kk(x,u)<\) СГ

замкнуто, поэтому для любого фиксированного х €Е S множество

икь,\)ш{иес ккь.и)<\)
компактно. Теперь можно обратиться к предложению 9.17, и остается

только доказать, что оптимальную нерандомизированную стационарную
стратегию, существование которой гарантировано этим предложением, можно

выбрать среди борелевских стратегий. Это будет следовать из
предложения 9.12 и доказательства предложения 8.6, как только мы покажем,
что функция Joo = «/* полунепрерывна снизу. В случае (Р) Jk t./*, поэтому
множество

(x€SU*(x)<X}= Л {xeS\Jk(x)<\}
* = 0

замкнуто и функция J* полунепрерывна снизу. В случае (D)

Jk-b 2 a* t J*,
/ = *

поэтому аналогичные рассуждения показывают, что функция J*
полунепрерывна снизу. D

Следствие 9.17.3. Выводы следствия 9.17.2 справедливы, если вместо

предположений компактности множества С и замкнутости любого множест-
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ва Г', сделанных в определении 8.7, предположить компактность любого

множества Г7.

Предложение 9.17 и его следствия дают условия, при которых алгоритм

динамического программирования может использоваться для нахождения

функции J* в случаях (Р) и (D). Как показано в следующем предложении,

алгоритм динамического программирования может быть также

использован для построения оптимальной стационарной стратегии.
Предложение 9.18. (Р) (D) Предположим, что либо множество U[x)

конечно при любом х Е S, либо выполняются условия (а) — (д)
определения 8.7. Тогда для любого к > 0 существует универсально измеримый
селектор (xk: S-+C такой, что fxk(x) G Uix) при всех х € S и

TtkVk)-Wk). (38)

Если {iik} -последовательность таких селекторов, то для любого х € S

последовательность (м*(*)} имеет по крайней мере одну точку сгущения.
Если функция р: S -+С универсально измерима, fx (x) является точкой

сгущения последовательности {iikM} &лялюбого х G S такого, что J*(х) < «>,
и 1л(х) £ U{x) для любого х G S такого, что J*(x) » «>, то стратегия п-
= (jut, д,...) является оптимальной стационарной стратегией в модели (SM).
Доказательство. Если множество U(x) конечно при всех х € 5,

то множества Uk(x, X), определенные формулой (34), компактны для
любых к > 0, х € S и X G /?. Из доказательства следствия 9.17.2 видно, что

эти множества компактны также и при выполнении условий (а) — (д)
определения 8.7. Существование функций цк: S -+С, удовлетворяющих
равенству (38), таких, что цк(х) € U{x) для любого х € S, следует из

леммы 3.1 и предложения 7.50.

В случае (Р) из доказательства предложения 9.17 видно, что при каждом

х € S таком, что J*{x) < <*>, последовательность (м*(*)} имеет по крайней
мере одну точку сгущения, и любая точка сгущения принадлежит

множеству U(x). Если функция (х: S -+• С универсально измерима и м (х)
представляет собой точку сгущения последовательности (м*(*)} при каждом х GS

таком, что J*(x) < °°, то из неравенств (35) и (36) и предложения 9.17

получим, что равенство

/1х)^км(х)] +apV)f(dx'|x/M(x)) (39)

выполняется для всех х G S таких, что J*{x) < <*>. Если м(*) € U(x) для

всех x€S таких, что •/*(х)яго°, то неравенство

J*(x) = T(J*)(x)<g[x,vlx)] + a fJ*(x')t(dx' \ х, nlx))<°° = J*M - (40)

выполняется для всех х G S таких, что J*{x) = <*>. Из соотношений (39)
и (40) имеем равенство J* = Гм(*/*), и в силу предложения 9.12 стратегия

я = (м, м,...) является оптимальной.

В случае (D) мы можем заменить функцию g на g + Ь для того, чтобы

получить модель типа (Р), удовлетворяющую предположениям нашего

предложения. Выводы предложения справедливы для этой новой модели,

поэтому они справедливы также и для исходной модели типа (D). D

Чуть более сильный вариант предложения 9.18 можно найти в [81].
Следствие 9.18.1. Если выполнены условия (б) — (д) определения 8.7,

и если любое множество Г7 из условия (б) компактно, то справедливы
выводы предложения 9.18.
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9.6. Существование е-оптимальных стратегий

Мы охарактеризовали стационарные оптимальные стратегии и дали

условия, при которых оптимальные стратегии существуют. Теперь обратимся
к вопросу о существовании е-оптимальных стратегий. Для фиксированного
состояния х €Е S по определению существует стратегия, которая

е-оптимальна в точке х. Нам бы хотелось знать, как из этой совЬкупности стратегий,
каждая из которых е-оптимальна в единственной точке, можно составить

одну стратегию, которая была бы е-оптимальной в любой точке. С этим

связан аналогичный вопрос, касающийся оптимальных стратегий. Если
для любой точки существует стратегия, которая оптимальна в этой точке,
то можно ли найти оптимальную стратегию? Ответы на эти вопросы даются

в следующих двух предложениях.

Предложение 9.19. (Р) (D) В модели (SM) для любого числа е > 0

существует еоптимальная нерандомизированная марковская стратегия, и

если a < 1, то она может быть выбрана в классе стационарных стратегий.
Если в модели (SM) для любого х G S существует стратегия, которая
оптимальна в точке х, то существует оптимальная нерандомизированная
стационарная стратегия.

Доказательство. Выберем числа е > 0 и ек > 0 такие, что

Е£=0а*еЛ ■ е. Если a < 1, то положим ек
= (1—а) б для любого*. В

силу предложения 7.50 существуют универсально измеримые функции цк\
S -+ С, к = 0, 1,... такие, что цк (х) € Щх) для любого х € S и

Тцк U*) < J* + ек. Если a < 1, то выберем все функции цк

одинаковыми. Тогда

Продолжая этот процесс, получим

к

и, переходя к пределу при /г-*°°, получим, что

В случае (Р) имеем предельное неравенство

Л= I'm (ГМоГМ1--- ТцШоХ lim (ГМоГМ1--- Гм И,/*). (41)
к-*00 Дг-*°°

поэтому я = (д|0, Mi,...) является е-оптимальной стратегией.
В случае (D) имеем

Jo <./*+ [/>/(! -а)],

(rMorMi'" T^HJoX ITpJ^ • • • T^HJ* +[6/(1 -<*)}) =

= [а*+,/>/0 -а» +(ГМоГМ1 ..• ТН)(Г),
поэтому неравенство (41) выполнено, и стратегия я = (м0, Mi,-.) е-опти-

мальна. Тем самым доказана первая часть предложения.

Предположим теперь, что в модели (SM) для любого х Е S

существует стратегия, которая оптимальна в точке х. Зафиксируем х, и пусть
я = (ji0, jtii,...) — стратегия, оптимальная в точке х. В силу
предложения 9.1 мы можем считать, без ограничения общности, что я является мар-
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ковской стратегией. В силу леммы 8.4 (б) и (в) имеем

J0ix)=Jn(x)= 1|пМ7-м#ГМ1-" ГМЛ)(•/<>Их)
=

= ГМо[ lim (ГМ|--« Tllk)(J0)](x)> ГДв(/)(х)>Г(/)(х)=/1х).

Следовательно, 7"До(7*) (х) = TU*) (х). Отсюда следует, что инфимум

в выражении

inf {^(х, и) + afJ* (x')t(dx' I x, и))
иеи(х)

достигается. Так как точка х произвольна, то из следствия 9.12.1

вытекает существование оптимальной нерандомизированной стационарной

стратегии. D ..j
Предложение St.20. (N) В модели (SM) для любого числа е > 0

существует ^-оптимальная нерандомизированная полумарковская стратегия.
Если в модели (£М) для любого х € 5 существует стратегия, которая
оптимальна в точке х? то существует полумарковская (рандомизированная)
оптимальная стратегия.

Доказательство. В случае (N) имеет место сходимость Jk I J*
(предложение 9.14), поэтому при заданном е > 0 аналитически измеримые
множества

Ak
= {x€S\J*{x)>-oof jk(x)<Jm(x) + €/2}u

U {xGS|7*(x) = -~/ Jk{x)< ~(2 + е2)/2е}

сходятся к множеству S при к -*°°. В силу предложения 8.3 Для любого к

существует нерандомизированная полумарковская при горизонте к

стратегия я* такая, что для любого х £ S

. ^ f JkM + (е/2), если Jkix№- ~,

*** I -1/е, если Jk[x)

Тогда для xGAk имеем либо /(х)>-°° и

•> fcW<AW + (e/2K/(x) + 6,
K.tt

либо J*{x) = -оо. Если J*M ■ -°°, то либо Jк (х) - -во
и J к (х) <

< -1/е, либо Jk{x)> — °°
и

•> *<*> < Jk(x) + (е/2) < -[(2 + е2)/2е] + (е/2) = -1/е.

Выберем какую-нибудь функцию ц €Е {/(CIS) и положим пк = (м*,...
...* M*_i' М, Д. .--). где ir* - (м*,-.-, M^i). Для любого х е Ак
получим

f </*(x) + 6, если Г(х)>-~
Л*(х)<-/ t(x)<** *.** \-1/б, еслиГ(х) = -~,

поэтому тгк является нерандомизированной полумарковской стратегией,
е-оптимальной для любого х G Ак. Стратегия я, определенная так, чтобы

она совпадала со стратегией я*, когда начальное состояние принадлежит

множеству Ак, но не множествам 4,- с j < к, является полумарковской
нерандомизированной стратегией, е-оптимальной в любой точке х €
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Предположим теперь, что в модели (SM) для любого х € S

существует стратегия пх, оптимальная в точке х. Пусть пх - стратегия в

модели (DM), которая соответствует стратегии я*, и пусть {pXLq$, qf,...) —

последовательность, порожденная мерой рх и стратегией пх посредством

уравнений (10) и (11). Если функция G: А-* [-°°, 0] определена
формулой (15), то из предложения 9.3 имеем

J*M=J x(x)=J_x(px) = G(px,q$,q\x,...). (42)
it it

Из предложения 9.5 и равенства (16) получим

J*(x)« Г (рх) = inf G(px,q0,qi,...). (43)
(4o.«i**--)€APx

Следовательно, инфимум в равенстве (43) достигается для любой меры

рх G S, где S ■ {ру\ у € S), поэтому в силу предложения 7.50

существует универсально измеримый селектор ф: S -+P{SC)P(SC)... такой, что

ф(рх)еАРх и

J*ix)=J*ipx) = G[px,tipx)] Vpxes.

Пусть отображение 8: S -+S представляет собой гомеоморфизм 5 (х) =

= Pv, и пусть у (х) - ф [5 (х) ]. Тогда функция \р универсально измерима,

<р(х)€Дрх и

r(x) = G[px,v?(x)) VxGS. (44)

Обозначим

Я>№ я Iqo(dix0, и0)\х), qx id{xx,ux )|x),... ].

Для любого к > 0 qk{d(xk, uk)\x) является универсально измеримым

стохастическим ядром на SkCk при условии 5, и в силу предложения 7.27

и леммы 7.28(a), (б) ядро qk(d(xk, uk)\x) может быть разложено на

свою проекцию рк (dxk I x), которая представляет собой универсально

измеримое стохастическое ядро на Sk при условии 5, и универсально

измеримое стохастическое ядро ixk(duk\x, xfc) на Q при условии SSk.
Так как Ро(</х0|х) = pxidx0), to стохастическое ядро ц0Ш0\х, х0)
произвольно, за исключением случаев, когда х = х0. Положим

ti<){duo\x) = iJ<>{duo\x,x) VxGS.

Последовательность тг = (Д0, ii\, ii2, • -) — рандомизированная
полумарковская стратегия в модели (SM). Из равенства (7) главы 8 видно,
что

ЯкЬ.Рх)шЯх№хк,ик)\х)

Vx€S Лг = 0,1

Из соотношений (5), (15) и (44) следует

Jn(x)^GlpXfq0(nfpx)t <7i(tt,px), ...] =</*(х) Vx€S,

поэтому я — оптимальная стратегия. □

Хотя рандомизированные стратегии
— не самыелучшие стратегии и их

избегают на практике, в случае (N), как показано здесь, их нельзя

исключить из рассмотрения даже в детерминированных задачах, что

иллюстрируется следующим примером.
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Пример 3 (Санкт-Петербургский парадокс). Пусть S = (О, 1, 2,...},
С-{Р, 1), U(x) =C для любого xGS, <х = 1,

{х
+ 1, если £/ = 1, х^О,

О в противном случае,

{-2х,
если х # О, £/ = О,

О в противном случае.

Если движение начинается из состояния 1, то любая

нерандомизированная стратегия либо неограниченно увеличивает номер состояния на

единицу, причем издержки остаются равными 0, либо после к
увеличений номера состояния переводит систему скачком в 0 с издержками,

равными —2*+?j, а в 0 система навсегда остается без дальнейших
издержек. Таким образом, */*(1) = — °°, но эти издержки недостижимы ни при
какой нерандомизированной стратегии. С другой стороны,
рандомизированная стационарная стратегия, которая переводит систему в 0 с

вероятностью Уг из любого ненулевого состояния, обеспечивает средние издержки,

равные
—

°°, и является оптимальной в любой точке х € S.

В примере 3 функция издержек за один шаг д неограничена, но за счет

незначительных изменений пример может быть переделан так, чтобы

функция д была ограниченной, и оптимальные стратегии существовали только

среди рандомизированных стратегий. Если потребовать, чтобы функция
J* была конечной, то, может быть, в предложении 9,20 удалось бы

ограничиться нерандомизированными стратегиями. Это — нерешенная задача.
Если модель (SM) полунепрерывная снизу, то предложение 9.19 может

быть усилено, как это видно из следствия 9.17.2. Аналогично, если

модель (SM) является полунепрерывной сверху, то можно доказать более

сильный вариант предложения 9.20.

Предложение 9.21. Предположим, что модель (SM) удовлетворяет
условиям (а) — (г) определения 8.8 (полунепрерывная сверху модель).

(D) Для любого числа е > 0 существует измеримая по Борелю е-опти-

мальная нерандомизированная стационарная стратегия.
(N) Для любого числа е > 0 существует измеримая по Борелю е-опти-

мальная нерандомизированная полумарковская стратегия. В обоих
случаях (D) и (N) функция J*полунепрерывна сверху.
Доказательство. В случаях (D) и (N) имеет место сходимость

limjt-**» Jk = •/* (предложение 9.14), и любая функция Jk
полунепрерывна сверху (предложение 8.7). С помощью рассуждений, аналогичных тем,
что использовались при доказательстве следствия 9.17.2, устанавливается,
что функция J* полунепрерывна сверху.

Используя предложение 7.34 вместо предложения 7.50, доказательство

предложения 9.19 можно модифицировать так, чтобы установить для
случая (D) существование измеримой по борелю е-оптимальной

нерандомизированной стационарной стратегии. Используя предложение 8.7 вместо

предложения 8.3, можно изменить доказательство предложения 9.20 так,
чтобы показать существование измеримой по борелю е-оптимальной

нерандомизированной полумарковской стратегии в случае (N). D
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Глава 10

МОДЕЛЬ С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ О СОСТОЯНИИ

В моделях глав 8 и 9 управляющему лицу на каждом шаге известно

текущее состояние системы. Однако во многих практически важных

случаях имеется доступ лишь к неполной информации о состоянии системы.

Эта глава посвящена изучению моделей, описывающих подобную
ситуацию. Нам потребуется нестационарный вариант моделей глав 8 и 9. В

ближайшем разделе мы покажем, что нестационарные модели сводятся к

стационарным с помощью подходящей переформулировки. Таким
образом, мы получим для нестационарного случая результаты, аналогичные

результатам глав 8 и 9.

10.1. Сведение нестационарной модели к стационарной -

расширение множества состояний

О модели стохастического оптимального управления с конечным

горизонтом из определения 8.1 и о модели стохастического оптимального

управления с бесконечным горизонтом из определения 9.1 говорят как

о стационарных моделях, потому что параметры этих моделей не

изменяются от шага к шагу. В данном разделе мы дадим определение

нестационарной модели и покажем, как ее можно свести к стационарной за счет

включения времени в расширенное состояние.

Мы будем изучать модели с бесконечным и конечным горизонтом

одновременно. Поэтому если N = °° и появляется запись вида S0, Si,.... S/v-1
или к « 0,..., N — 1, то ее надо понимать как S0t SXt... и к = 0, 1,...

Определение 10.1. Нестационарная стохастическая модель

оптимального управления, обозначаемая (NSM), определяется следующими
элементами:

Горизонт N. Целое положительное число или °°.

Пространства состояний S*, /г = 0,..., /V — 1. Для любого к

множество Sk — непустое борелевское пространство.

Пространства управлений Ск, к = 0 N — 1. Для любого к

множество Ск
— непустое борелевское пространство.

Ограничения на управления Uk. к = 0,...., N - 1. Для любого к

множество Uk - функция на множестве Sk со значениями в классе непустых

подмножеств множества Ск, причем множество

Г*= {(xk,uk)\xkesk, ukeukixk)} (1)

предполагается аналитическим в пространстве SkCk.
Пространства возмущений \Nk, к = 0,..., N — 1. Для любого к

множество Wk — непустое борелевское пространство.

Ядра возмущений рк {dwk \ хк, ик), к = 0,..., N — 1. Для любого к

Pk(dwk\xk, uk) — измеримое по Борелю стохастическое ядро на

множестве Wk при условии SkCk.
Функция системы fk, k = 0 N — 2. Для любого к fk — измеримая

по Борелю функция наSk Ck Wk со значениями в Sk+{.
Коэффициент дисконтирования а. Положительное действительное число.

Функция издержек за один шаг gk, k = 0,..., /V - 1. Для любого к дк
—

полуаналитическая снизу функция на Г* со значениями в Я*.
Мы т.о. описали систему, которая начинает движение из

некоторого состояния хк G Sk и проходит последовательно пространства
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£*+i* £*+2* -и, если N < °°, заканчивает движение в S/v-i-
Стратегия, управляющая эволюцией системы, представляет собой

последовательность я* = {цк, М^+,,..., М^,), каждый член которой /и,-
является универсально измеримым стохастическим ядром на С/ при условии

SkCk ' " Cj-iSj, удовлетворяющим равенству

Ц,Щ(Х;)\ Хк, Uk, U;_ x,Xj) = 1

для любой истории (хк, ик,..., Uj_}, xy). Такая стратегия называется

стратегией, начинающейся в момент к, и семейство всех стратегий,
начинающихся в момент к, будет обозначаться ПА. Понятия полумарковской,
марковской, нерандомизированной и F -измеримой стратегий аналогичны

тем, что введены в определениях 8.2 и 9.2. Множество 11° обозначается
также через II\ а подмножество множества П', состоящее из марковских

стратегий, обозначается через II.

Определим измеримые по Борелю стохастические переходные ядра
соотношением.

tk(5*+11xkt и*) *Pk({wk € Wk | fk{xk, uk, wk) GSk+,} I xk, uk)

Для данных вероятностной меры pk € P(Sk) и стратегии nk = (цк,...
..., iiN_ j) G IIk определим для / = к, к + 1,. .., N - 1 меру

*/<***Р*И5,С,>- f f ...

sk ск

... / SVj(Ci\xk,uk,...,uj_l,xj)ti_x(dxj\xl_x,ui_x) X

c/-i Sf
X ц(_, idUjf _ x\xk,uk Uj_2, */_,)••'
••• Hk(duk\xk)pk(dxk) VS/GB5// C,€BC/. (2)

Существует единственная вероятностная мера qj (пк, рк) ЕЯ (S/C/),
удовлетворяющая соотношению (2).

Если горизонт N конечен, то будем рассматривать модель (NSM)
только при одном из следующих условий:

Л/С/

V7r*en*, xkesk, *</</v-i, * = o /v-1. (f+)

I 9Hx,,uf)dqf(nk,pXk)< oo

A/C/

V7T*GII*, xkesk, *</</V-1, * = 0 /V-1. (F")

Если N - °°, то будем рассматривать модель (NSM) только при одном из

условий:

(Р) 0< 9к(хк,ик) для любых (хк,ик)егк, * = 0 /V - 1.

(N) 9kixk,uk)< 0 для любых (хк,ик)€Гк, к « 0,... ,/У- 1.

(D) 0 < а < 1 и для некоторого 6 G Я неравенство -6 < дк (хк, ик) < b

выполняется для любых (хк, ик) €Е. Гк/ к = 0,..., /V - 1.

Так же, как и в главах 8 и 9, символы (F+), (F~), (Р), (N) и (D) будут
использоваться в формулировках теорем для обозначения тех случаев,
в которых результаты справедливы. \
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Определим издержки, начиная с момента к, соответствующие страте-
гии пк и состоянию xkGSk, следующим образом:

•/*(**,*)- 2 af f gAxj,uf)dqf(iik,px )

и оптимальные издержки, начиная с момента к для состояния хк € Skt
соотношением

J*(xk,k)= inf J^x*,*). (3)
тг*еп*

Стратегия я Е П° называется еоптимальной в состоянии х0 € S0, если

./• U0 , 0) + € ПРИ Г (х0., 0) > - ~
Jnixo.OX ,

-1/е при •/ (х0,0) = —«>.

Стратегия я называется оптимальной в состоянии х0, если •/„(*<>, 0) =

= */*(х0, 0). Будем говорить, что стратегия я € П° е-оптимальна

(оптимальна) , если она е-оптимальна (оптимальна) в любом состоянии х0 € S0.
Пусть {е„} - последовательность положительных чисел такая, что е„ I 0;
будем говорить, что последовательность стратегий {я„} € П° обладает
{епумажорируемой сходимостью к оптимальности, если выполняется

соотношение

Km 4гии0,0)=-Лхо,0) Vx0€So
Я-*оо

и для л = 2,3,... выполняется неравенство

, , л^ ( •>*<*(>,0) + б„ при7*(х0,0)>-оо,

l^^1Uo.O) + ew приГ(х0,0) = -~.

Определение 10.2. Пусть дана нестационарная стохастическая модель

оптимального управления, сформулированная в определении 10.1.

Соответствующая стационарная стохастическая модель оптимального

управления, обозначаемая (SSM), состоит из следующих элементов. (Г является

конечным состоянием и одновременно единственным управлением,

доступным в этом состоянии. Если N = °°, то Г можно не вводить.)

Пространство состояний S e

Vk=Q (U*, *)l xk € Sk) U {7").

Пространство управлений С - Uj^1 {(ufc/ *)| </* Е Cfc } U (Т).
Ограничение на управление U. Функция на множестве 5 со

значениями в классе подмножеств множества С, определяемая соотношениями

U(xk,к) = {(ик,к)\ ик еUk(xk)}, U{T) « {Т).
Пространство возмущений W ■ и^Г0Х {(и^, *)1 и^ € И^}.

Ядро возмущений p(dw\x, и). Для Ю^ЕВ^ полагаем

p[(^,A:)|Wfc€^}|(x^A:), (</*,*)] -pkiWk\xk.uk). (4)

Функция системы f. Определим эту функцию для к - 0,..., N - 2
равенством

Ж**,*), (</*,*), (w*,*)] -[fjtU*,!/*,"*), Аг + 1] (5)
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и для двух остальных моментов времени
— равенствами

fll*N-i,N-1). К-1.Л/-1). (и^.^/V-l)] = Г, (6)

f{T,T,w) = T. (7)

Коэффициент дисконтирования а.

Функция издержек за один шаг д. Полагаем

g[(xk,k), iuk,k)] = gkixk,uk), (8)

9iT.T)-0. (9)

Горизонт Л/.
Рассмотрим отображение yk: Sk -+S, определяемое равенством ук ixk) =

= (хк, к). Наделим пространство состояний 5 топологией, в которой
отображение i будет гомеоморфизмом, и снабдим пространства С и W

аналогичной топологией. Пространства S, С и W борелевекие. Множество

" U* {[(**,*). (£/Л/Аг)]|(х^£/Л)еГЛ} U {(Г, Г)}
* = 0

является аналитическим, а функция д, определенная на множестве Г
равенствами (8) и (9), является полуаналитической снизу. Ядро
возмущений p(dw\x, и) определено посредством равенства (4) не на всем

множестве SC, а только на его борелевском подмножестве, содержащем
множество Г — {(Г, Т)}, но большего и не требуется. Точно так же и функ-i
ция системы f не определена на всем множестве SCW равенствами (5) —

(7), но множество точек, где она не определена, имеет нулевую

вероятность при любой стратегии, управляющей эволюцией системы. Как ядро

p(dw\ х, и), так и функция f измеримы по Борелю в своих областях
определения. Таким образом, модель (SSM) представляет собой частный
случай модели стохастического оптимального управления,
сформулированной в определении 8.1 (Л/< о°) или в определении 9.1 (Л/ = °°).

При N < °° в разделе 8.1 для модели (SSM) были сформулированы

условия (F+) и (F~). Эти условия эквивалентны соответствующим
условиям (F+) и (F~) для модели (NSM), приведенным в этом разделе.

При N - °° условия (Р), (N) и (D) для модели (SSM),
сформулированные в определении 9.1, эквивалентны соответствующим условиям (Р),

(N) и (D) для модели (NSM), приведенным выше в этом разделе.
Читатель может проверить, что стратегии в моделях (NSM) и (SSM)

соответствуют друг другу и что оптимальные издержки в состоянии

(**' к) Е S в модели (SSM) задаются функцией J*{xk, к),
определенной соотношением (3). В силу этого результаты, уже доказанные для

модели (SSM) с конечным либо бесконечным горизонтом,
автоматически переносятся на модель (NSM). В качестве иллюстрации приведем

нестационарное уравнение оптимальности.

Предложение 10.1. (Р) (N) (D) Пусть функция J*{xk, k) определена
соотношением (3). Для любого фиксированного номера к функция
J*ixk, k) является полуаналитической снизу на множестве Sk и

удовлетворяет соотношению

•/•(**,*>- Jnf (**<**,"*> +

+ а / J*ixk + Uk + l)tkidxk+i\xkwk)).

218
^



Мы не будем перечислять все результаты для модели (NSM),

которые можно получить из результатов для модели (SSM). Читатель может

проверить, например, что условия существования из предложений S3

и 8.4 дословно справедливы для модели (NSM). Из предложений 9.19

и 9.20 получим, что для модели (NSM) в случаях (Р) и (D) существует
еоптимальная нерандомизированная марковская стратегия, а в случае
(N) — е-оптимальная нерандомизированная полумарковская стратегия.

В дальнейшем мы будем использовать эти результаты, ссылаясь только

на их стационарные аналоги.

10.2. Сведение модели с неполной информацией
к модели с полной информацией — достаточные статистики

Прежде чем давать определение модели с неполной информацией,
приведем без доказательства некоторые свойства условных математических

ожиданий и условных вероятностей, которыми мы будем пользоваться.

Более подробное изложение этого материала см. в [7] *). Всюду в этом

тексте тройка (£2, F, Р) обозначает вероятностное пространство, аХ-
действительную в расширенном смысле случайную величину на

множестве £2, для которой одно из выражений Е[Х+] или £[Х~] является

конечным.

Если DC F есть 0-алгебра в множестве S2, то условное математическое

ожидание величины X относительно D — это Соизмеримая действительная
в расширенном смысле случайная величина E[X|D] (• ) на множестве

П, удовлетворяющая равенству

/ХМ />(сМ = J Е[Х| D] M P(do>) V0€ D.
D D

Можно показать, что существует по крайней мере одна такая случайная
величина. Любая такая случайная величина будет называться вариантом
условного математического ожидания Е [Х\ D]. Если X (со) > b для

некоторого числа b € R и любого элемента со € 12, то можно показать, что

для любого варианта Е[Х| DJ (- ) случайная величина Е[Х| DJ (• ),
определяемая соотношением

E[X|D] M=max{E[X|D] (co),b),

также является вариантом Е [Х| D]. Если Е С D представляет собой

семейство множеств, замкнутое относительно конечных пересечений, и

порождает о-алгебру D, и если У является действительной в расширенном смысле

D-измеримой случайной величиной, удовлетворяющей равенству

/ХМ/>(сМ = / VM/ЧсМ V0GE, (10)
D D

то величина У удовлетворяет равенству (10) для любого множества D € D,
и У представляет собой вариант Е [Х| D]. Для любой о-аглебры Е С D

соотношение

E{E[X|DJ |Е>Ы= Е[Х|Е] М (11)

выполняется для почти всех по мере Р точек со.
.

Предположим далее,что (£2i,Ft) и (£22, F2) — измеримые пространства
и функции У\: £2 -» £1г и У2: $2 -► П2 измеримы. Пусть функция£: J2i П2 -+ R*

*) Или в любом обстоятельном курсе теории вероятностей, например в 1102J.

(Прим. ред.).
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измерима и удовлетворяет одному из двух неравенств Е[д* {YlfY2)] < °°

или E[g~(YltY2)] <°°. По определению условное математическое
ожидание X относительно Yx равно

EfXI/J (со) = EtXIFfVMJ (со),

где F (Yt) ={ Vf1 (F) | FGFi}. Для Kt € $2j считаем, по определению,

£[X\Yt = y%] = EIXI/J (со^)),

где co(/i) — произвольный элемент множества Vf1 ((/i)). Так как
величина Е[Х| Yx] является F (V^)-измеримой, то она имеет постоянное
значение на множестве Vf1 {{у\}), и последнее определение имеет смысл.

Заметим, что Е [Х\ Yx = уг] представляет собой функцию от ух, а не от со.

Для любого У\ € Yx равенство

Elg(YltY2)i\ Vt =Kil -Elg(Yi.Y2) (12)

выполняется для почти всех по мере Р точек ух. Мы используем слова

"для почти всех по мере Р элементов ух" для указания того, что в этом

случае
k

.

/>({со€ £11 равенство (12) нарушается, когда ух = Yx (со)}) =0.

Для множества F E F2 определим вероятности

P[ra€F|/i] М-Е[Хр(Уа)|У1] М,

P[Y2e F\ Yx = yx] = E[xF(/2)l^i = /i].

Пусть t idy2 I Ki) — стохастическое ядро на множестве (П2, F2> при
условии ^! такое, что для любого множества F € F2 равенство /> [ У2 е ^ I ^i =

= Y\] =t(F\ У\) выполняется для почти всех по мере Р элементов ух.

Тогда равенство (12) может быть обобщено в виде

£l9iYltY2)\ /х=ух] = E\g[yXtY2)] =

= №(Ух.Уг) tidy2\yi) (13)

для почти всех по мере Р элементов У\. Соотношения (1) и (13) окажутся
особенно полезными при рассмотрении модели с неполной информацией.
В дальнейшем они будут использоваться без ссылок на эти функции, как

сами собой разумеющиеся.

Определение 10.3. Стохастическая модель оптимального управления

С неполной информацией (ISO задается набором из десяти элементов

(S, С, (U0,..., UN _ i), Z, a, g, t, s0, s, N), имеющих следующий смысл.

Пространство состояний, пространство управлений, коэффициент
дисконтирования, функция издержек за один шаг и переходное ядро S, С, а,

g, t такие же, как в определении 8.1 и равенстве (3) главы 8. Считаем,

что функция д определена на всем множестве SC.

Пространство наблюдений Z. Непустое борелевское пространство.

Ограничения на управления Uk,k = 0,..., /V-1.

Для к = 0,..., N— 1 введем множества

tk = Z0C0-Ck-lZk. <14>

Элемент множества 1к называется информацией на к-м шаге. Для любого
номера к Uk представляет собой отображение множества /* в множество

непустых подмножеств пространства С такое, что множество

Г*= {Vk.u)\ike /k,ueuk(ik)) (15)
\

является аналитическим.



Начальное ядро наблюдений s0. Измеримое по Борелю стохастическое

ядро HaZ при условии s.

Ядро наблюдений 5. Измеримое по борелю стохастическое ядро на Z

при условии CS.

Горизонт N. Целое положительное число или °°.

Для простоты мы исключили из определения модели функцию системы,

пространство возмущений и ядро возмущений. В дальнейшем наши

обозначения будут относиться к случаю конечного горизонта N. При N = °° нужны
очевидные коррективы.

Система случайным образом переходит из состояния хк в состояние

x*+ic распределением вероятностей t{dxk+ {\хк,ик) и издержки на

каждом шаге равны д(хк,ик). Наблюдение гк +, случайное с

распределением s{dzk + , \uktxk + i), оно присоединяется ко всем прежним

наблюдениям и управлениям {z0.u0,..., zk,uk), и получается информация (Zq,
"о, ~, Zk.Uk, zk+\) на (*+1)-м шаге. Начальная информация /'о=?о
порождается начальным ядром наблюдений s0 (dz0 \x0), а начальное

состояние х0 имеет некоторое заданное начальное распределение р. Задача
состоит в таком выборе управления ик, зависящего от информации /к, кото-

7V- 1

рый минимизировал бы выражение Е{ S akg(xktuk)}.

Определение 10.4. Стратегия в модели (ISI) представляет собой
последовательность эт= Шо,..., МЛ;_,)/ в которой nk{duk\p; ik) при любом к

является универсально измеримым стохастическим ядром на С при

условии P(S) lk, удовлетворяющим равенству

И*«М'*Нр;/*>- 1 V(p;/*)€E Р($)/к.

Если для любыхр, к и ik ядро цк (duk | р; /к) приписывает единичную массу

некоторой точке множества С, то стратегия я называется

нерандомизированной.

Понятия марковской и полумарковской стратегий бесполезны в модели

(ISO, поскольку при оценивании текущего состояния начальное

распределение, прежние наблюдения и прежние управления содержат

существенную информацию. Таким образом, мы считаем, что стратегии зависят от

начального распределения р и всего вектора информации. В оставшейся
части этой главы через П будет обозначаться множество всех стратегий
в модели (ISI). Так как мы обозначаем множество всех

последовательностей вида {z0, и0,..., ик _ ь zk)€ ZC — CZ через 1к и называем эти

последовательности информациями за к шагов, то нам кажется удобным
для последовательностей вида {х0,г0,и0,..., xk,zk,uk) E SZC • • * SZC
ввести обозначение Нк и называть эти последовательности историями на

к-гл шаге. За исключением компоненты ик, информации на к-м шаге

представляют собой ту часть истории на к-м шаге, которая на Ar-м шаге
известна управляющему лицу. Для заданных меры pEP{S) и стратегии

*ш (Mo,—, М^_!)е Пв силу предложения 7.45 существует

последовательность согласованных вероятностных мер/** Ы.Р) наНк, к = 0,..., /V— 1,
определенная на измеримых прямоугольниках соотношением

Рк (тг,р) (SpZoCp
■

"£*£*£*) -

-///"•/ / ^k(C^p;z0tu0t...tuk_ltzk)X
So £• £• £* £*

"

X$(dzk\uk_i,xk)t{dxk\uk_ltxk_x) .. Ho(du0\p;zo)X
X s0 Vz0\xo)p(dx0). (16)
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Определение 10.5. Для заданных меры pG P (S), стратегии тг « (ц0,...
... ,^_ 1 )€П и положительного целого числа K<N издержки за К шагов,

соответствующие стратегии я, определяются для меры р формулой

к-\

•>к,,>> = / tS akg[xk,uk)] dPK^1(ir,p). (17)
hk-i * = о

Если N< °°, то издержки, соответствующие стратегии я, равны /^ п,
и мы

предполагаем, что либо

. / [2 aV(**,"*)l dPN_x(<n,p)<oo V*en,p€/>(S), (F+)

либо ••,)

/ [ S, aV(x*,"*)] dPN_x(i:,p)<°o Vff€n,p6P(S). (F")

Если N = °°,то издержки, соответствующие стратегии тг, равны ./„ ■

35 linry -* оо ^к,п' и чт°бы гарантировать, что этот предел вполне определен,

мы налагаем одно из следующих дополнительных условий:

(Р) 0<д{х,и) для любых (х,и) E SC.

(N) д(х,и) < 0 для любых (х,</) € SC.

(О) 0 < а < 1 и для некоторого числа b € R неравенство—6 <д {х, и) <Ь

выполняется для любых (х,и) € SC.

Оптимальные издержки для меры р определяются соотношением

fN\p)= inf JN я(р).
тг € П

Понятия оптимальности для меры р, оптимальности, е-оптимальности для

меры р и е-оптимальности стратегии аналогичны тем, что введены в

определении 8.3.

Если /V<«> и выполняется условие (F+) или (F"), то в силу

леммы 7.11 (б) имеем

^я(р)=2 a* f g{xk,uk)dPk(7t,p) V7ren,p€/>(S). (18)
*=о нк

Если /V = °° и выполняется условие (Р), (N) или (D), то

Л(р)=2 a*/ gixk,uk)dPk{ir,p) \/nGl\,pePiS). (19)
*=о нк

При исследовании модели (ISI) оказывается полезным следующее

понятие достаточной (для управления) статистики — функции от результатов

наблюдений, вбирающей в себя всю нужную для управления информацию.
Определение 10.6. Статистикой в модели (ISO называется любая после

доватепьность 0?о,..., VN^X) борелевских функций rjfc: P(S)lk -» Yk,
где Yk - непустые борелевские пространства, /г = 0,..., /V - 1. Статистика

(*?<>, • • •»i?w-1) называется достаточной, если: А

(а) Для любого номера к существет аналитическое множество Гк С УкС

такое, что projy^ (Г*) = Ук. и для любой меры р € />(S) справедливо
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равенство

г*= {Uk.u)\ lnip;''k).u) егк). (20)

где множество Гк задано формулой (15). Положим

Ок(Ук)тРк),к. (21)

(б) Существуют борелевские стохастические ядра tk (dyk+{ \yk, uk)
на Ук+\ при условии У^С такие, что для любых меры р €/>(£), стратегии
тг € П и множеств У* + х € BYk + ,,

к = 0,..., N - 2 равенство

^*+i(»,p)[ifc+1(p;/fc+i)G )>+ilifc(p;'*> - Й,ы*-«*1 -

= ?*(*>+! I/*,<*)
"*

(22)

выполняется для почти всех (Ук,Ък) по мере/** (я,р)*\
л

(в) Существуют полуаналитические снизу функции дк\ Гк -» [—°°, °°]
такие, что для любых меры pG P{S), стратегии этЕ П и номеров к = 0,...
..., Л/— 1 равенство

E[0(x*,"*)li?*(P;/'*) = 7k.Uk=Uk] "SkiVk^k) (23)

выполняется при почти всех (к*'"*) по мере /^(я,р) (математическое
ожидание в (23) берется по мереР* (^р)) •

Условие (а) определения 10.6 гарантирует, что множество допустимых
управлений Uk (/*) можно восстановить по значению r\k \p,ik).
Действительно, из равенств (15), (20) и (21) следует, что для любых меры

рЕР (S), вектора ik € !к и к = 0,..., /V — 1 имеем

</*(/*1-(/*[цл(р;'*П. (24)

Если (У* (/V) = С для любого /'* € /*, А: = 0, ..., /V— 1, то условие (а)

удовлетворяется при Гк = У/^С. Это - случай отсутствия ограничений на

управления. Условие (б) гарантирует, что распределение y*+i зависит только

от значений ук \лик. Это необходимо для того, чтобы переменные/* могли

служить состояниями модели стохастического оптимального управления

из раздела 10.1. Условие (в) гарантирует, что издержки, соответстствующие

какой-либо стратегии, могут вычисляться по индуцированным

распределениям пар iyk,uk).
Временно отложим обсуждение вопросов о существовании и виде

достаточных статистик и рассмотрим сначала модель с полной информацией,
соответствующую модели (ISO и заданной достаточной статистике.

Определение 10.7. Пусть даны модель (ISI) и некоторая достаточная

статистика (rj0,..., т?^_ ,). Модель стохастического оптимального

управления с полной информацией, обозначаемая (PSI), — это совокупность

следующих элементов (мы используем обозначения определений 10.3 и

10.6):
Пространство состояний Yk, k = 0,..., N - 1.

Пространство управлений С.
Л

Ограничения на управления 0к, к = 0,..., /V— 1.

Коэффициент дисконтирования а.

' В этом контексте слова "для почти всех iyk,uk) по мере Рк Ы,р)" означают,
что множество Цх0,гь, и0, ...,xk,zk, uk)€Hk\ равенство (22) выполняется, когда

ук
ж

Ък (р; ik), икш ик) имеет меру Рк Ы,р). равную единице.
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Функции издержек за один шаг gkt k ■ 0, «., N — 1.

Переходные ядра tk,k
= 0,..., N — 2.

Горизонт N.

Определенная таким образом модель (PSI) представляет собой

нестационарную модель стохастического оптимального управления в смысле

определения 10.1 '.

Определения стратегий и функций издержек для модели (PSI) даны в

разделе 10.1. Для обозначения этих элементов в модели (PSI) мы будем
использовать символ (А). Например, IT является множеством всех

(начинающихся с нулевого шага) стратегий, а П — множеством всех

марковских (начинающихся с нулевого шага) стратегий в модели (PSI). Если
я = (До,..., flN г) является стратегией в модели (PSI), то в силу равенства

(24) и предложения 7.44 последовательность

(Mo[d"olf?o(P;/o)] '•••'

Мдг-1 [duN -1' V* {р; 'о''"о, •- un- ъ % _1 <Р; iN _ 1)]),

где

/*
= (z0lu0,...,uk_ltzk), * = 0,...,/V- 1, (25)

является стратегией в модели (ISI). Мы ее также обозначим я, и можем

рассматривать IT как подмножество множества П в указанном смысле.

Если я — нерандомизированная стратегия в модели (PSI), то она будет
также нерандомизированной стратегией и в модели (ISI). В

предложении 10.2 мы увидим, что стратегия я приводит к одинаковым издержкам

в моделях (PSI) и (ISI).
Определим отображение<р: Р (5) -*/> (У0) соотношением

*ip)iY0) = fso({z0\n0ip;z0)eY0)\x0)p{dx0) VV0€ BY . (26)
s

- - °

Тогда \р(р) представляет собой распределение начального состояния у0

в модели (PSI), если начальное состояние х0 в модели (ISI) имеет распре

деление р. В силу следствия 7.26.1 для любого множества У[0 € Ву
отображение

°

Фу 1*о.Р) = *о ({*о ti?o (Р;*о)'€ Yo) \x0)
1?

является борелевским. Определим борелевское стохастическое ядро на 5

при условии Р (S) равенством q {dx0 I p) = р (dx0).
Тогда соотношение (26) можно переписать следующим образом:

sp{p)iY0) « f\l/yo (x0,p)q(dx0]p).

Из предложений 7.26 и 7.29 следует, что \р. измеримо по Борепю. Для
любой меры р€Р(£) определим отображение Vpk:Hk -* Y0C0 ""■ YkCk
соотношением

VPtk(xo,z0, и0 xk,zk, ик)
=

- [т?о(р;/0)^о 4*(Р;''*)."*]. (27)

**
Пространства возмущений, ядра возмущений и функции системы в модели

(PSI) можно положить Wk «,Yk+h pkWwk\Yb ик) - iktoVk+lWfr "*) и

*кЬк> "к. Wk) =
Wk- X
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где используется обозначение (25). Любые мера q€P(Y0) и стратегия

я - (/to &v-i) ^ П' порождают последовательность согласованных мер

рк(тг, q) на множествах У0С0 • • • YkCk,k = 0 /V — 1, определяемых на

измеримых прямоугольниках соотношением

Pkti.QHYoQo -YkCk)= f f ... / £*(С*1ко,"о "*-!,/*> X

Io£0 Yk
"

Xr*.i(^lK*-b^-i)>a-Mo(^olKo)9(^o). (28)
Л л

В случае марковской стратегии тгЕП они связаны с вероятностными
мерами Я*(тг,р), определенными соотношением (16), следующим
образом.

а
А

Лемма 10.1. Предположим, что pGP(S) и тг€П. Тогда для любых
к = 0,..., N -1 и борвлевского множества В С Y0C0 • • • YkCk имеем

Рк1*.Р)1У£кШ)) -Kl*.*ip)](B). (29)

Доказательство. Достаточно доказать, что если Y0 G Ву0, С0 Е
е вс0. • ■

•. Jf* € Byfc, С* Е BCfc, то

^(^p)({r?o(p;/o)e/0^0GCo rik(p;ik)eYk,ukeCk) ) =

= ^[я,^(р)](/о, Со • • YkCk)*). (30)

Для А:-0 равенство (30) следует из соотношений (16), (26) и (28).
Если равенство (29) выполняется для некоторого номера k<N, то,

используя соотношения (16), (22), (28) и (29), получим

^*+1 (£.Р)( {т?0(р; /0) € Y0,u0 G С0 Tfc+1 (р;/*+1) € /л+1, ик+х €

^ С* + 1 }) =/{т,0(р;/0)еУ0. W0 Е С0 nk(P.ik)eYk. ukGCk) X

x/y*+iM*+i(C*+ilK**i» ?л(е/кл+1|т?л(р;/*),^)сГЯл(^Р) =

/ / Мл+1(Сл+1|/л+1)Гл(^ + 11к^^)сгЯ[^^(Р)] -

=£*+itf,v?(p)]Qfo£o---v:*+i£*+i). а

Как было отмечено ранее, (PSI) —это модель такого типа, который
был рассмотрен в разделе 10.1. Условия (F*) и (F~) из раздела ip.1,
отнеренные к модели (PSI), будут обозначаться соответственно кэк (F*),.
и (F"). Эти условия не следует путать с условиями (F+) и (F~) для

модели (ISI), введенными в этом разделе. В конкретных случаях часто

удается установить связь между этими условиями конечности для двух

рассматриваемых моделей. В общем случае эта связь неясна. Отметим,

однако, что если функция g ограничена снизу или сверху, то для модели

(ISI) выполняется соответственно условие (F*) или (F"), и если дана

какая-либо достаточная статистика, то соответствующая функция дк может
быть выбрана так, чтобы она была ограничена соответственно снизу или

сверху. Если какой-либо результат справедлив при условиях (F*) для

*) В этом контексте мы считаем {rj0 (р; /0) € Y0, u0 eg,,..., i)kU>'. ik) € Yk, uk e

еСЛ>« {ix0,z0,u0 xk,zk.uk)\n0lP'.'o)ef0.u0ego i)k(p; /k) e Yk, uk €

GQk , где if iz0,u0.... ,Uj_\,Zj). Мы будем часто использовать это обозначение
для множества, которое зависит от функций некоторых или всех компонент
декартова произведения.
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модели (JS|) и (£*) для модели A(PSI), то будет использоваться

обозначение (F+,F+). Обозначение (F", F") имеет аналогичный смысл.
Если Л/ = °°, то будем рассматриватьЛусловия (Р), (N) и (D) для

модели (ISI) и соответствующие условия (Р), (N)h(D) для модели (PSI).
Однако в этом случае, если выполняется условие (£) для модели (131) и

существуют полуаналитические снизу функции &: Г* -» [-«>, °°],
удовлетворяющие равенству (23), то без потери общности можно предположить,

что 9к>^0 для любого номера к, т.е. для модели (PSI) выполняется

условие (Р). Точно так же, если для модели (131) выполняется условие

(N) или (D), то без ограничения общности уы можем предполагать

выполнение соответственно условий (N) или (D) для модели (PSI). Qo-
добно случаю конечного горизонта, мы принимаем обозначения (Р, Р),
(N, N) и (D,D) для записи тех комбинаций условий на модели, при

которых верны те^ли иные утверждения. л л л

л Из раздела 10.1 следует, что при выполнении условия (F+), (F~), (Р),
(N) или (D) издержки, соответствующие стратегии я, в модели (PSI) в

состоянии уЩУ0 (начиная с нулевого шага) равны

•ur.SM-VV / 9kiVk,Uk№k&,Py). (3D
* = 0 Y0C0-YkCk

где N может принимать значение, равное бесконечности. Оптимальные

издержки в модели (PSI) в точке к€У0 (начиная с нулевого шага)
определяются соотношением

JnW-M Jn.Hv)- (32)
wen'

Оставшаяся часть этого раздела посвящена установлению связей между

издержками, оптимальными издержками и оптимальными и почти

оптимальными стратегиями в моделяхА (ISI) и (PSI). A

Предложение 10.2. (F*, P*j, (F", F~), (Р, Р), (N, N), (Df D) Для любых

меры pGP{S) и стратегии тг€П имеем

•(лг.вИ- / ^«(HoMpIWHo). (33)
Уо

Доказательство. Из соотношений (31), (28), (23), (18), (19)
и леммы 10.1 получим

-W / / gk(yk,uk)dPk(fi.pyMp)(dy) =

*=0 Y0 Y0C0-YkCk

-V ak f 9k(yk,uk)dPkti.*(P)] =

* = 0 Y0C0-YkCk

«W f gbk,UkWPk&.P)-JN.*lP).
* = 0 Hk

где условие (F+) или (F~) используется для обоснования перемены

порядка интегрирования и суммирования при /V<°°, а в случае N
= «>

используется теорема о монотонном ил*к ограниченном предельном
переходе под знаком интеграла.. D
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Следствие 10.2.1. (F*, f*) (F~, П (P, P) (N, N) (D, D) Для любой меры

pGP(S) выполняется неравенство

Jn (Р> < / 4v(/oMP)U/Ko). (34)
Го

Доказательство. Функция J^{у0) является полуаналитической
снизу, поэтому интеграл в неравенстве (34) определен. Из предложения
10.2 имеем

•/^(Р)= inf ./jv,ir(P)<AinfA / JN,i(VoMP)ldVo).
яеп wen r0

поэтому достаточно показать, что

mfA / Лг,*(КоМр)^Ко)= / Л(КоМРК^о). (35)
Sen Y0 Y0

Это следует из леммы 8.6 и следствия 9.5.2. D

Теперь мы хотим установить связь, аналогичную соотношению (33),
между оптимальными функциями издержек в моделях (ISI) и (PSI).
Ввиду следствия 10.2.1 достаточно показать, что для любой заданной

стратегии в модели (ISO можно найти не худшую стратегию в модели

(PSI). Это делается в следующей лемме, а аналог соотношения (33)

является частью предложения 10Л.3. л л л

Лемма 10.2. (F\ F*), (F\ F~), (P, P), (N, N), (D. D) Для любых меры р €

GP(S) и стратегии я€П существует стратегия т?еП такая, что

4v,*(P) s / ^^(KoMpKcVo) - (36)
Уо

Доказательство. Пусть заданы мера рЕP(S) и стратегия я =

ж (До.. •.
• Длг-i) £ П. Пусть для к = 0,..., N -1 вероятностная мера

Ок(и,р) на YkCk задается на измеримых прямоугольниках формулой

Qk(*.p)(Yk Ck)=Pk{it,p)i{vk(p;ik)eYk,ukeCk)). (37)

Существует измеримое по Борелю стохастическое ядро Цк{с/ик\ук) на Ск
при условии Yk такое, что для любого борелевского множества В С
С YkCk имеем

Qk(*,p)(B)= f Цк(ВУк\ук)сЮк(п,р). (38)

В частности,

^-Pk(KPH{fkfuk)erk})^Pk(Kp)i{[rik(p;ik)luk]erk))-

= Q*(*,p)(F*) = f tklOk(yk)\yk)dQk(7t,P).
Ykck

поэтому, изменяя в случае необходимости ядро Цк{с/ик\ук) на

множестве меры лнул>, мы можем предполагать, что соотношение (38)
выполняется и Цк(0к(ук)\ук) ■ 1 при любом ykGYk. Пусть я =(До, ...

. ..,/fv-i)> Тогда # является марковской стратегией в модели (PSI).
Покажем по индукции, что для множеств YkGByk. Ск € Вс, к =

= 0,..., N — 1, выполняется равенство

OkiKP)(YkCk) =P*[tU(P>1 ({yk GYk, ик еСк )). (39)

Из соотношений (26) и (37) видно, что проекция меры Q0 (n,p) на Y0
равна f (р). Уравнение (39) для к = 0 следует из соотношений (28) и (38).
Предположим, что (39) справедливо для к, и покажем, что оно верно для
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к + 1. Из соотношений (38), (37) и (22), а также из предположения
индукции получаем

G* + i (я, р) (Ук +1 Си + 1) =

/ #* + 1 lft+ilK*+i>dQ*+i (*,р)-

= f f £k+i(Ck+l\yk + l)tk{dyk+l\nk(p;ik),uk)dPkln,p) =

HkY_k+x

■ / 7 ^/t + iJCit+ilKit+iJ^WK/t+ilKit^itl^Qif^P)18

/ / bk+i\Ck + x\yk+l)tk{dyk + l\yk9uk)X
ГоС0'.УкСк >>+,

X dPk [*.*(p)] = />*+1[tU(p)] 1{л+|6Г4+||^€С4 + |)1.

Из равенств (37) и (39), вместе взятых, следует, что для множеств У* Е Ву
'

С* € Вс, /г = 0,..., /V— 1, имеет место соотношение

Pkfr.p)({*nk(p;ik)eYk,ukeck)) =

= Рк1*.*Ш {{укеук,икеск}). (40)

Далее остается повторить доказательство предложения 10.2, только вместо

леммы 10.1 нужно воспользоваться формулой (40). D

Определение 10.8. Для любых меры q€P (Y0) и числа е >0 стратегия
я G П' называется слабо q-e-оптимальной, если

/ ^кЪ(Уо)я№Уо)< \
*0

/^ (Ко)? U/Ko) +е
У°

а,
при / 7^ (Ко) Я WKo) > -°°,

-1/е при / J^f (/о) <7 U*Ko) ■ -°°.

Стратегия я называется q оптимальной, если

<7 ({Ко € /0 1^. * (Ко) s /£(Ко)}) - 1.

Уравнение (35) показывает, что для любых заданных мерыр€Я(5)
и числа е >0 существует слабо ^(р)-е-оптимальная марковская
стратегия. В следующем предложении показывается, что такая стратегия является

е-оптимальной в точке р, если она рассматривается как стратегия в

модели (IS I) -
А АЛЛА

Предложение 10.3. (F+, F+) (F~, F~) (P, P) (N, N) (D, D) Справедливо
соотношение

J„W - S J*N(y0)*(p) (dy0) VpeP(S). (41)

228



Далее, если стратегия я является оптимальной, у (р) -оптимальной или слабо

^(р)-е-оптимальной в модели (PSI), то она является соответственно

оптимальной, оптимальной в точке р или е-оптимальной в точке р и в

модели (ISI). Если стратегия появляется е-оптимальной для модели (PSI) и

выполняется условие (F+ , F* ), (Р, Р) или (D, D), то она является также

е-оптимальной в модели (IS I).
Доказательство. Уравнение (41) следует из следствия 10.2.1

и леммы 10.2. Пусть стратегия я является е-оптимальной в модели (PSI).

Ясно, что в случаях (Р, Р) и (D, D) имеет место неравенство

•fc(/o>>-~ V/oe/o, <42)

поэтому

JNtt(Vo)<%!(yo) + c V/0€YV. (43)

При условии (F+, F* ) неравенство (42) получается из леммы 8.3 и

предложения 8.2, поэтому неравенство (43) выполняется и в этом случае. Из
соотношения (41) и предложения 10.2 имеем

JN. п <Р> = / JN, п 1Уо) Я> (Р> (d/o) <

поэтому стратегия я является е-оптимальной в модели (ISI). Остальные

утверждения предложения следуют из соотношения (41) и

предложения 10.2. D

Мы скоро покажем, что достаточные статистики всегда существуют и,
более того, во многих случаях их можно выбрать так, чтобы модель (PSI)
была стационарной. Существование такой статистики в модели (ISI) и

вытекающее отсюда существование соответствующей модели (PSI)
позволяют нам воспользоваться результатами глав 8 и 9. Например, справедливо

следующее предложение.
л л л л

Предложение 10.4. (F+, F+ ) (F", F") (P, P) (N, N) (D, D) Если
последовательность too,..., т?^^) представляет собой достаточную статистику
в модели (ISI), то для любого числа е>0 существует е-оптимальная

нерандомизированная стратегия в модели (ISI), которая зависит от

вектора ik = (г0,и0,..., uk_x,zk) только через посредство функций rik (p; ik),
т.е. имеет вид

я=(м0|р;т?о(р;/о)1,...,М^_1 1р^лг-1 I^'at-iN). (44)
Л Л Л

При выполнении условия (F , F ), (Р, Р) или (D, D) мы мажем выбрать

эту е-оптимальную стратегию в более простом виде

Л Л

Доказательство. При выполнении условия (F ~, F"), (Р, Р) или

(D, D) в модели (PSI) существует е-оптимальная нерандомизированная

марковская стратегия я = (До* —, HN_ г) (предложения 8.3 и 9.19). В силу

предложения 10.3 эта стратегия является е-оптимальной в модели (ISO,
тем самым доказана вторая часть предложения.

Л

Предположим, что выполняется условие (F~ F"), и пусть {еп )
-последовательность положительных чисел такая, что 2)~ = i еп <<*> и е„ I 0. Пусть
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*n
= (Mo, • • •

/ &n- i) является последовательностью нерандомизированных

марковских стратегий в модели (PSI), обладающая {е„}-мажорируемой
сходимостью к оптимальности (предложение 8.4). В силу предложения

10.2 и условия (F ~, F ~) имеем

Так как

к = п+ 1

то
л

,|т /Лг*(КоМРХ^о) - / SiVo)<p{p)idy0) VpGPiS).

Пусть задано число е > 0, и пусть п (р) — наименьшее положительное целое

число, для которого

( /у/ЧКоМрН^Ко) + ^

Sy Jn$ (КоМрИ^КоК I если /y */*(КоМрН^Ко)>-°°.

1-1/6, если/у JM/oMpHcM"-00-
о

Положим д*(р; у*)
- д£(р)(к*), к - 0,..., /V -1. Тогда в силу предложений

10.2 и 10.3 стратегия тг, заданная равенством (44), является еоптимальной

нерандомизированной стратегией для модели (ISI).

Предположим, что выполняется условие (Л/, А/). Рассмотрим
нестационарную модель стохастического оптимального управления (NPSI), в которой
пространство начальных состояний есть Р(У0), пространство начальных

управлений — одноточечное множество {и0) , начальная функция
издержек —9о(я, с/о) s 0 для любой меры q€Р(У0) и начальное переходное ядро
задается равенством t(dy0\q,u0)|-q{dy0)для любой меры q G Р(/0).

Пространство достояний и управлений, ограничение управления, функция
издержек и переходное ядро в модели (PSI) на (к + 1)-м шаге — это

соответственно Yk, С, Uk,gk и tk(dyk + 1 \ук, ик), к > 0. Коэффициент

дисконтирования равен а, а горизонт бесконечен. По определению оптимальные

издержки в модели (NPSI) для меры q€P(Y0) равны
л

iren у0

а в силу следствий 9.1.1 и 9.5.2 написанное выражение равно

/ J*{Vo)q(dy0).
Уо

Модель (NPSI) имеет неположительную функцию издержек за один шаг,

поэтому в силу предложения 9.20 для любого числа е >0 существует

е-оптимальная нерандомизированная полумарковская стратегия

* = (д (д), До (q: Ко). Д1 (?; У\).. -.).

Пусть для фиксированной меры q€Я(У0) стратегия тг в модели (PSI)
задается равенством

я(<7) - (До (q; Ко). РАя; Ki)....). \
230



Тогда выполняется неравенство

' а

1у?*1УоШ<1Уо) + с.

если /у J*(y0)qidy0)>-°°,
0
Л

-1 /б, если /у J* (/о )я(с/у0) - - °°,

т.е.стратегия я(д) является слабо q-eоптимальной в модели (PSI). В силу
предложения 10.3 стратегия тг, определенная равенством (44), где

Ик(р;у*)=мМр);у*) является е-оптимальной в модели (ISI). □
Другие частные результаты, которые могут быть получены для модели

(ISI) из результатов глав 8 и 9, очевидны, и мы не будем их все

перечислять. Мы ограничимся описанием алгоритма динамического
программирования для случая конечного горизонта.

В силу предложения 8.2 при условиях (F*, F*) или (F", F") алгоритм
динамического программирования выглядит следующим образом (для
простоты обозначений мы предполагаем модель (PSI) стационарной):

JZiv) = Q vyer, (46)

■%+i<K>- W {9{у.и) + а1%(уй)г(<1у'\у.и)) . к-0 /V-1.
и е u{y) (47)

Если в выражении (47) инфимум достигается для любых состояния у и

числа к = 0 /V — 1, то существуют универсально измеримые функции
Л А

А

цк: Y-+C такие, что для любых у и к - 0,..., N - 1 цк(у) G 1/(у) и

функция цк(у) доставляет инфимум в (47). Тогда стратегия тг = (ц0, . . .

•.., Млг-1) является оптимальной в модели (PSI) (предложение 8.5),
поэтому она является оптимальной также и в модели (ISI)
(предложение 10.3). Л

+

Если условие (F\ h) выполняется, а инфимум в (47) достигается не

при всех у и к = 0 /V — 1, то алгоритм динамического

программирования (46) и (47) можно тем не менее применять так, как это делается в

предложении 8.3, для построения е-оптимальной нерандомизированной

марковской стратегии я в модели (PSI). Из предложения 10.3 видно,
что стратегия тг будет также е-оптимальной и в модели (ISI).

Во многих случаях г\к + х (р; ik + х) представляет собой функцию от

r\k{p,ik), uk и zk.B этом случае порядок вычислений следующий. Сперва
с помощью уравнений (46) и (47) строится последовательность (ц0, . . .

..., Mjv- 1), затем по начальному распределению и начальному наблюдению

находится /о
= i?o(p; 'о) и применяется управление и0 =

ц0 {у0). При
известных уже ук, ик и гк вычисляется ук + j и применяется управление ик + i

я

= йк + 1 Wk + 1)# к = 0,... ,N-2. Таким образом, информация,
содержащаяся в (р; /'*), конденсируется в ук. Это сосредоточение информации
исторически и привело к понятию достаточной статистики.

10.3. Существование достаточных статистик

Обратимся к вопросу о существовании достаточной статистики. Не

будем удивляться тому, что достаточной статистикой является

последовательность тождественных отображений P{S)/k на себя, к = 0, . . .
,
N - 1

(предложение 10.6). Хотя подобная статистика не конденсирует

информацию, ее пока достаточно для обоснования нашего анализа. Мы покажем,
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что если множества ограничений Гк равны 1кС, к ■ 0,..., N - 1, то

функции, отображающие P{S)tk в условные распределения состояния хк
относительно (р; /\), образуют достаточную статистику (предложение 10.5). Эта

статистика обладает тем свойством, что ее значение на (Аг + 1)-м шаге

является функцией от ее значения на &-м шаге, иЛи^+1 см. (52),
поэтому она на самом деле конденсирует информацию. Она также приводит нас

к стационарной модели с полной информацией, и если условные

распределения могут быть охарактеризованы конечным набором параметров, то

может привести к существенному упрощению вычислений. Так будет,

например, если заранее известно, что все эти распределения гауссовские.

10.3.1. Фильтрация и условные распределения состояний

Изучение фильтрации опирается на следующую основную лемму.
Лемма ЛОЗ^ Рассмотрим модель (ISI). Существуют борелевские

стохастические ядра r0(dx0\p;z0) на S при условии P(S)Z и r{dx\p; и, z) на S

при условии P(S)CZ такие, что

fs0iZo\x0Yp{dx0) = ff r0{S0 \P;Zo)s0(dz0\x0)p{dx0)

VS0€B5/ Z0eBZ/ pGPiS). (48)

fs{Z,u,x)p(dx) = ffriS\p;u,z)$ldz\u,x)p[dx)
s sz

VS€B5/ ZGBZ, pGPiS), uGC. (49)

Доказательство. Для фиксированной пары (р; и) GP(S)C
определим вероятностную меру q на множестве SZ, задавая ее значения на

измеримых прямоугольниках формулой (предложение 7.28)

q(SZ\p;u) = fsU\u,x)p{dx).

В силу предложений 7.26 и 7.29 q(d(xf г) \р;и) является борелевским
стохастическим ядром на SZ при условии P(S)C. По следствию 7.27.1 это

стохастическое ядро можно разложить на его проекцию на Z при условии

P{S)C и борелевское стохастическое ядро r(dx\p\ и, г) на 5 при условии
P{S)CZ так, что выполняется равенство (49). Аналогично доказывается
существование ядра r0{dx0\p;z0). О

Обычно р, заданное распределение состояния х0, называют априорным
распределением начального состояния. После того как наблюдалось
состояние z0, распределение х0 обновляется, т.е. находится распределение

состояния х0, обусловленное z0. Такое обновление распределение называется

апостериорным распределением и, как мы покажем в лемме 10.4, оно как

раз и есть r0idx0 \p;z0). На к-м шаге, к > 1, будем иметь некоторое
априорное распределение р^ состояния хк, основанное на векторе ik_ \

= (z0,u0t...
• • • ,ик-г,гк-\)- После применения управления ик_х и наблюдения

некоторого состояния гк вычисляется апостериорное распределение состояния

хк, обусловленное набором (/*_i, «/*_!,**). Мы далее покажем, что это

распределение и есть r(dx\p'k\uk_Xt zk). Процесс перехода от априорного
распределения к апостериорному, осуществляемый таким способом,
называется фильтрацией, и он формализуется следующим образом.

Рассмотрим функцию f: P(S)C-+ P{S), определяемую формулой

l(p,u){S)=ft(S\x,u)p(dx) VS€^5. (50)



Уравнение (50) называется уравнением прогноза на один шаг. Если

состояние хк имело апостериорное распределение рк и выбрано управление ик,
то априорное распределение состояния хк + х будет f{pk, uk). Отображение
7 измеримо по Борелю (предложения 7.26 и 7.29).

Если задана последовательность векторов ik € 1к такая, что '* + i
=

я (/*, "л, ** + i). * я 0 N - 2, и задана мера р€ />(S), то определим

рекуррентно меры

Ро{Р;1о) = г0(с/х0\р;г0), (51)

Pft+i(P;/ft+i)as/'(^|7[Pfc(p;/itb£/it];wit/zit+1), * = 0 /V-2. (52)

Заметим, что для любого к функция рк: P(S) lk -* P{S) измерима по Борелю
Уравнения (48) — (52) называются уравнениями фильтрации,

соответствующими модели (ISI). Как показывает следующая лемма, для заданных

начального распределения и стратегии они порождают условные

распределения состояния с учетом текущей информации.
Лемма 10.4. Пусть дана модель (ISI). Для любыхpGP{S), п = {ц0, . . .

... Млг-1)е П и Sk € Bs равенство

Pkl*,P)lxkeSk\ik) =Pk(p;ik)(Sk) (53)

выполняется для почти всехпо мере Рк{п,р) векторов ik, к - 0,..., N - 1.

Доказательство*). Проведем доказательство по индукции. Для
любых множеств SQEBS и ZQ e Bz из равенств (51), (16) и (48)
получаем

/ Ро<Р;*о> (SoldPotoP)-
{*o€Z0}

/ г0£0\р;г0)с/Р0{тт,р) =

■ / froiSo\P;z0)so{dz0\x0)p{dx0) = fs0{Z0\x0)p(dx0) =

s z0 s0

= />oU/p)({x0€So/-?0eZo}). (54)

Уравнение (53) для к = 0 следует из соотношения (54) и определения
условной вероятности.

Предположим теперь, что уравнение (53) справедливо для к. Для любых

множеств^еВ/л,QkGвс, ?fc+i^Bz и Sk + г GВ$ из равенства (16),
предположения индукции, теоремы Фубини и соотношений (50), (52) и

(48) следует

/ Рк + 1 (Р;/*,"к,*k+i)i£k+i Wk + l(КP) s

= / / / / Pk+ilPi'ktZk+iHSk+iWzk+^u^Xx + ^X
{'*€=/*} Qk **+l £ft+l

X t(dxk + x \xk,uk)nk(duk\ptik)dPk(it;p) =

*B этом и последующих доказательствах читателю могут оказаться полезными

сведения об условных математических ожиданиях и вероятностях, приведенные
в начале раздела 10.2.
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{'*€/*} SkCk Sk+i Zh+X

Хз№к+г\ик,хк+г)Х

X t{dxk + i\xk,uk)vkiduk\p;ik)[pk{p;ik)(dxk)]dPk{n,p) =

- J Iff S p*+i(p;''*,"*,zfc+1Hs* + 1)x

X^+il^xfc+1)X

X f(cfx* + 1|х^1/«)[р*(р;/*)(^)]м*(с*/*|р;/*к/^(«#р)-
- / /V / r{Sk+i\7[pk(p;ik),uk];uk; **+i)X

Х5(сГгл+1|£/^хл+1)7[рдг(р;/л).£/л](с/хл+1) X

X Hk^uk\p\ik)dPk(nfp)^ f f f *(£*+il</*,**+i)X

X f [pk{p\ik)tuk] [dxk+ x) Hkiduk\p;ik)dPkln,p) -

- / f f f s(Zk^l\uk/xk+i)t(dxk^l\xkfuk)X
{ik^lk)Qk Sk Sk+i

X [р*(р;/*)(^)]р*(сй/к|р;/ккЛРк(1Г#р) -

= f f f f *(£*+il"^**^)Mcfr*+il*^"*)X
{ikGLk)Sk QkSk+x

X p*(^*lP^*)lPk(p;/*)(^)]c/Pjt(ir#p) -

/ /J i& + iki** + iW** + i \*k.Uk)*
Vk^Ik) £k 5* + i

X Vk{duk\p;ik)dPk(7t,p) =

-*>* + 1 (*,P>< {/* €/*,^€Cfc/x* + , 6S* + ,,** + , GZ* + t } ). (55)

Из соотношения (55) и определения условной вероятности
вытекает, что равенство

^k*\^^^k*\GSk*\ I'jt + l' шР* + 1<Р-'* + 1»& + 1)

выполняется для почти всех по мере ^ + 1(я, р) векторов /Л; этим

завершается переход от к к А: + 1. П

Предложение 10.5. Рассмотрим модель (ISI) u предположим, что

1/Л(х) = С для любого х Е S и к = 0, . . . ,
N— 1. Тогда последовательность

U>o(P; /o)t • • •
# Рлг — |JP; *n- i>'' определенная уравнениями (51) a

(52), представляет собой достаточную статистику, и получающаяся

модель с полной информацией является стационарной.

Доказательство. Пусть множество Ук из определения 10.6

совпадает с P(S), к = 0, . . .
, /V— 1. Мы уже знаем, что отображения

рк : P{S)lk -+P{S) измеримы по Бореяю, поэтому (р0, . . . ,Pyv-i) яв"
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ляется статистикой. Условие (а) определения 10.6 удовлетворяется при

rk
= P{S)C,k**0t...,N- 1.
Для у G P(S) i и е С и Y € Вр(5) определим

ZSv.u.YJ* {zGZ\r [dx \7{y,u);(u,z))eY) ,

i{Y\y,u)= f f s[Z(y,u, Y) \u,x'] t{dx' \x,u)y{dx). (56)
s s

Заметим, что множество Z(y, и, Y) представляет собой (к, иссечение
прообраза множества Y при борелевски измеримом отображении. В силу
предложений 7.26 и 7.29 стохастическое ядро

MZ\x,u)= f s(Z\u,xf)t(dx'\x.u)
s

измеримо по Борелю, поэтому в силу тех же предложений измеримым
по Борелю является и стохастическое ядро

\(Z\y,u)= f f s{Z\u,x')t(dx'\x,u)y(dx)= f \(Z\x,u)y(dx).
s s s

Из предложения 7.26 и следствия 7.26.1 вытекает, что t{dy' \ у, и)

является борелевским стохастическим ядром на P(S) при условии P{S)C.

Для я€П,р€ P{S), Y е ВР(5) и Л: = 0, . . .
,
/V- 2 по лемме 10.4 имеем

почти для всех (ук^к) помере/*^ j (эт,р)

^ + 1<*.Р>Ь* + 1(р;/* + 1)€ Y\Pkip;ik)mVk.ukmuk] -

- Е {^�1^Р>^* + 1€№Л.Г»1'*.«'л1|рл(р;/л)-

mVk'ukmUk\m E < П s[Z(ykluklY)\uktxk^x] t(dxk + x\xk,uk)X
s s

X lPk(P;ik)(dxk)]\pk(p;ik) = yk,uk=Uk ) = t(Y\yk,Uk),
где математические ожидания берутся по мере /\+ 1(эт, р). Таким

образом, равенство (22) выполняется.

Для тг € П, р € P(S) и к = 0, . . . , N - 1 по лемме 10.4 имеем для почти

всех (ук>^к) помере/\(тг,р)
£l9<Xk.uk)\Pkb;'k) = Vk.uk="kl -

-Е {/^*.«'fc)Pjk(P;/*Hc/xJk)|pJk(p;/fc)-KJkfi/Jk-i7Jk} =

s

" J****."*»^**»- (57)

где математические ожидания берутся по мере Рк{тт,р). Функция
g:P{S)C -+R*, определенная формулой

д(У.и)= f 9<X,u)y(dx). (58)
s

является полуаналитической снизу (предложение 7.48) и в силу

соотношения (57) она удовлетворяет равенству (23) .D
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Если горизонт конечен, то для вычисления оптимальной функции

издержек J^ в модели (PSI) в алгоритм динамического программирования

(46)— (47) можно подставить переходное ядро t и функцию издержек
за один шаг 9, определенные соотношениями (56) и (58). Оптимальную

функцию издержек J]^ в модели (ISI) можно тогда определить из

соотношение (41). Если горизонт бесконечен, то алгоритм динамического

программирования (46)—(47) определяет функцию J* при условиях (N)
и (D) и в некоторых случаях при условии (Р) (предложения 9.14 и 9.17).
Нахождение функции J* по функции J* вновь осуществляется с помощью

соотношения (41).

10.3.2. Тождественные отображения

Предложение 10.6. Пусть дана модель (IS.I). Последовательность
тождественных отображений P(S)lk на себя, к = 0, . . .

,
Л/- 1, представляет

собой статистикуДостаточную для управления.

Доказательство. Пусть множество Yk из определения 10.6
равно P(S)lk,k = 0, . . .

,
Л/— 1, и пусть щ

— тождественное отображение

P(S)lk на себя. Тогда (%,..., %_j) представляет собой

статистику. Условие (а) определения 10.6 выполняется при Vk-P{S)r1rl
* = 0 /V-1.

Если /Л + 1
G Вр(5)/ , уk € P(S) lk и uk € Ck, то введем

обозначение

\X.k + \\yk,Ukr{zk + \ ezl (Р ;*<ь"о uk-\' z*'a*'z* + i'€^*+t}'

где уk
= ip; F0, H0,. .., Uk_ x,Tk). Используя это обозначение,

определим для k s 0, . . .
,
/V- 2 стохастические ядра tk{dyk + 1 \yk, Uk) на

P{S) /k + j при условии P(S) lkC формулой

** + 1
* К

Xpk(yk)(dxk) VYfc + l €Bp(5)/jt + p (59)

где мера рк(у к) задается формулами (51) и (52). С помощью

рассуждений, аналогичных тем, что использовались в доказательстве предложения

10.5, можно показать, что ядро tk измеримо по Борелю. При р £ P(S),

тг € II, V G ВР/Сч, и Л: s 0, . . .
,
/V — 2 из леммы 10.4 имеем для

~*+j^ ^'^J'fc + i

почти всех (Ук/Ък) по мереРк{п9р)

^ + 1(я,р)[т?л + 1(р;/л + 1)еУ:л + 1 \r\k(p;ik) = yk,uk=Uk] =

- / «NXit + iU i7fr)|5*'x*+ilt(crx* + i Iх*-5*» x

sk+\
* k

XPk<yk)Wxk) = tk{Yk + x \7k.Uk),
поэтому равенство (22) выполнено. \

\
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Для к = 0, . . .
,
/V- 1 определим функции дк: P(S)fkC -► /?* формулой

9к&к.йк)= f 91хк.Ък)рк(ук)(а-хк). (60)

В силу предложения 7.48 функция дк является полуаналитической снизу

при любом к. При р € P(S) д€Пи/г = 0 /V- 1 из леммы 10.4 имеем

для почти всех (ук.^к) помереЯЛ(я,р)

E[glxk.uk) \r)[p;ik) =

yk,uk
= ик] = / 0(**.""*)?*(к*)(4*д) = £*<iV"*>'

где математическое ожидание берется по мере/\ (я, р), поэтому и

выполняется и равенство (23). D

Переходные ядра tk и функции издержек за один шаг ^определенные
соотношениями (59) и (60), могут использоваться в нестационарном

варианте алгоритма динамического программирования (46)-(47) (см.
текст вслед за предложением 10.5).

Глава 11

НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ ВОПРОСЫ

11.1. Предельно измеримые стратегии

В этом разделе мы усилим результаты раздела 7.7, касающиеся уни-э
версально измеримых функций. В частности, мы покажем, что эти

результаты остаются справедливыми, если вместо универсально измеримых

функций используются предельно измеримые функции (определения
Б.2 и 6.3). Это позволит нам заменить все результаты о существовании

универсально измеримых стратегий в главах 8 и 9 на более сильные ре

зультаты о существовании предельно измеримых стратегий.
Итак, пересмотрим основные результаты раздела 7.7, опираясь на

понятия и результаты приложения 6.

Предложение 11.1. Пусть X, Y и Z - борелевские пространства,
D E Lx и £ €Е L у. Предположим, что функции f: D^Yug\E^Z
предельно измеримы и f(D) СЕ. Тогда суперпозиция g of предельно измерима.

Доказательство. Результат вытекает из следствия Б.11.1. D

Следствие 11.1.1. Пусть X и Y' — борелевские пространства, f : X-* Y -

некоторая функция, и пусть q(dy\ x) - стохастическое ядро на Y при

условии X, которое для любого х приписывает вероятность, равную

единице, точке f(x) G V. Ядро q(dy\x) предельно измеримо тогда и только

тогда, когда функция f предельно измерима.
Доказательство. См. доказательство следствия 7.44.3. П

Предложение 11.2. Пусть X и Y - борелевские пространства, и-пусть
q(dy | х) - стохастическое ядро на Y при условии X. Следующие
утверждения эквивалентны:

(а) Стохастическое ядро q(dy\x) предельно измеримо.
(б) Для любого множества В G В у отображение \в: X -*

R,определенное равенством

\B{x)=q(B\x), (1)

предельно измеримо.
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(в) Для любого множества Q G LY отображение \q, определяемое

равенством (1), предельно измеримо.
Доказательство. Докажем, что (а) => (в) => (б) => (а).

Предположим, что утверждение (а) справедливо и Q £ Ly. Имеем Х^
=

Oq о у,

где отображение у: X -»Р(У) задается равенством

7(x)=<7(dy|x), (2)

а функция Bq : P{Y) -+R - равенством

eQ(q)=q(Q). (3)

Мы предположили, что у предельно измерима, а предельная измеримость

00 имеет место в силу предложения Б. 12. Следовательно, справедливо

утверждение (в).
Очевидно, что (в) =* (б). Предположим теперь, что справедливо (б).

Тогда

°1веВуГ»{В«)]С1х-
Если определить у и 6В равенствами (2) и (3), то из предложения 7.25

имеем

7"МвЯ(У)] -7"1 М и e~l[BR)] =

В €: By

= а[ U y-liO-4BR))]*ol U> Х1МВЛ)1 CLX,
ве ву

*
веву

в

поэтому ядро <7(</у | х) предельно измеримо. D
Предложение 11.3. Пусть X и У - борелееские пространства, и пусть

функция f: ХУ -+ R* предельно измерима. Пусть q{dy\x)
— предельно

измеримое стохастическое ядро на У при условии X. Тогда отображение
X: X-+R*, определенное соотношением

Х(х)- ffifi.y)qWy\x).

предельно измеримо.
Доказательство. Отображение 6(х) =

рх непрерывно
(следствие 7.21.1) так же, как и отображение б: Р{Х)Р{У)
-+Р{ХУ),определяемое равенством 5(р, q) =

р<7, где pq — произведение мер (лемма 7.12).

Предположим,что Q € Lxy и f я

Хо- Для любого х G X имеет место

равенство

Х(х) = [pxq(dy |x)] (Q) = eQ(o[8{x), y{x))), (4)

где у и flg задаются формулами (2) и (3). Так как все функции в

правой части (4) предельно измеримы, то отображение X тоже предельно

измеримо. Отсюда следует, что отображение X предельно измеримо, если f —

предельно' измеримая простая функция. На произвольные предельно

измеримые действительные в расширенном смысле функции f результат
распространяется стандартным образом. □

Следствие 11.3.1. Пусть X - борелевское пространство, и функция
f: X-*• R* предельно измерима. Тогда функция О*: Р(Х) -+ R*t
определенная соотношением

ег{р)
= / fdp,

предельно измерима.



Докажем следующий усиленный вариант теоремы о выборе для

полуаналитических снизу функций.
Предложение 11 Л. Пусть X и У - борелевские пространства, DCXY —

аналитическое множество и f: D-* R* — полуаналитическая снизу
функций. Определим функцию f*: pro]x(D) -+ R* соотношением

f*(x) = inf f{x, у).
yGDx

Множество

I - {x Gprojj^O) |для некоторого элемента yxGDx, f(x, yx) « f*{x)}

предельно измеримо, и для любого числа е >0существует предельно
измеримая функция </?: proj^O) -»У такая, что Gr (sp) CD, и для всех

xEpro\x{D) выполняются соотношения

f[x,<pi*)] ef*(x), если х€/,

f[x,,(x>]<( Г*) + е' еслихф,.ГИ>—.
( - Me, если х f /, f*(x) = - «>.

Доказательство. Доказательство совпадает с доказательством

предложения 7.50 (б) с тем исключением, что в местах, где привлекалось

следствие 7.44.2 для получения универсальной измеримости суперпозиции
аналитически измеримых функций, теперь используется предложение 11.1
для получения предельной измеримости такой суперпозиции. П

Из замечания к следствию Б.11.1 видно, что множество/ и

селектор, полученный в предложении 11.4, в действительности L^-измеримы.
Это замечание наводит на мысль, что осуществленное в главах 8 и 9
построение оптимальных и е-оптимальных стратегий при более внимательном

анализе можно проделать, оставаясь в рамках минимальной а-алгебры
Las, относительно которой измеримы стратегии и издержки. В следующем
разделе мы немного займемся этим, однако не будем рассматривать этот

вопрос подробно.

Предложений 11.1—11.4 достаточно, чтобы можно было заменять в
главах 8 и 9 любое упоминание об "(универсально измеримой)
стратегии" словами "предельно измеримая стратегия". Не имеет значения, какой
класс стратегий рассматривается при определении функций J% и •/*;
доказательство предложения 8.1 вместе с предложением 11.5, приведенным
ниже, можно использовать, чтобы показать, что эти функции
определяются исключительно аналитически измеримыми марковскими

стратегиями.

В следствии 11.1.1 говорится о том, что нерандомизированные

предельно измеримые стратегии
— это как раз совокупность

последовательностей предельно измеримых отображений из состояния в управление,

удовлетворяющих ограничениям на управлении (ср. с определением 8.2).
Этот факт и предложение 11.2 нужны для доказательства аналога
леммы 8.2 для случая предельной измеримости.

Из предложения 11.3 мы можем вывести предельную измеримость

издержек, соответствующих предельно измеримой стратегии (ср. с

определениями 8.3 и 9.3). Этот факт использовался, например, при
доказательстве существования нерандомизированной полумарковской
е-оптимальной стратегии в предположении (F~) (предложение 8.3).

Предложение 11.4 позволяет осуществлять предельно измеримый
е-оптимальный и оптимальный выбор. Возможность е-оптимального выбора для

универсально измеримых функций используется практически в каждом
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доказательстве в главах 8 и 9. Возможность точно оптимального выбора
используется при доказательстве существования оптимальных стратегий

при соответствующих допущениях (предложения 8.5,9.19 и 9.20).

11.2. Аналитически измеримые стратегии

Некоторые результаты о существовании из глав 8 и 9 могут быть
усилены вплоть до утверждений о существовании е-оптимальных
аналитически измеримых стратегий. Это получается благодаря
предложению 7.50(a) и приведенным ниже предложениям. Предложение 11.5
является аналогом следствия 7.44.3 для универсально измеримых стратегий
и следствия 11.1.1 для предельно измеримых стратегий.

Предложение 11.6. Пусть X и У - борелевские пространства, f: X-*Y-
некоторая функция, q(dy\ х) — стохастическое ядро на У при условии X,
которое для любого х приписывает вероятность, равную единице, точке

f(x) € Y. Ядро q(dy\x) аналитически измеримо тогда и только тогда,
когда аналитцчески измерима функция f.
Доказательство. Уточним доказательство следствия 7.44.3.

Положим у{х) = q (dy\ х) и б (у) =

Ру, так что 7
= 5 ° f и f = 6~l°y. Тогда

б будет гомеоморфизмом из У в У = \ру | у£ У}, поэтому оба отображения
б и б"1: У -» У будут измеримы по Борелю. Если функция f

аналитически измерима и С € В/> (у). то

у'1 (С) = Г1Ц'ЧС)] е Ах,

поскольку б-1 (С) £ By. Если отображение у аналитически измеримо и

Be By, то Г1 {В) =7"! [5(£DJ€ Ал, так как 6 {В) € Bp(y).D
Предложение 11.6. Пусть Хи У' — борелевские пространства и q(dy\x) -

стохастическое ядро на У при условии X. Следующие утверждения
эквивалентны.

(а) Стохастическое ядро q (dy\ x) аналитически измеримо.

(б) Для любого множества В €Е By отображение Л#: X -» R,
определяемое равенством

\ВМ - я(В\х), (5)

аналитически измеримо.

Доказательство. Предположим, что справедливо утверждение

(а), и положим у(х) = q{dy\x). Тогда для множеств £ € By, CG ВЛ
и функции 0#: Р(У) -+ Я, определенной равенством (3), имеем

\'в (С) = у-1[в'в1(С)]е Ах,

поскольку 6~в (С) € В/>(у) (предложение 7.25). Следовательно,
справедливо (б).

Если справедливо утверждение (б), то справедливость (а) можно

показать с помощью тех же рассуждений, что при доказательстве

предложения 11.2. D

Из следствия Б.11.1 мы узнаем, что суперпозиция аналитически

измеримых функций не обязательно должна быть аналитически измерима, поэтому
издержки, соответствующие аналитически измеримой стратегии в модели

стохастического оптимального управления, могут не быть аналитически

измеримыми. Чтобы убедиться в этом, достаточно явно выписать издержки,

отвечающие нерандомизированной марковской аналитически измеримой
стратегии при горизонте 2 (ср. с определением 8.3).

Просмотр глав 8 и 9 показывает следующее. Предложение 8.3 остается

справедливым, если слово "стратегия" "заменить в нем словами "аналити-
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чески измеримая стратегия", за исключением того, что в предположении

(F") не гарантируется существование аналитически измеримой
нерандомизированной полумарковской е-оптимальной стратегии. Однако можно

показать, что аналитически измеримая нерандомизированная е-оптималь-

ная стратегия существует, если д<0 [20].
Доказательство существования последовательности

нерандомизированных марковских стратегий, обладающей {е„}-мажорируемой
сходимостью к оптимальности (предложение 8.4), не проходит в том месте,

где мы предполагаем, что существует последовательность одношаговых

стратегий {lio}, для которой T^nUo) <Tn-i U0). Это происходит потому,

что функция Т п_ 1 {Jо) может не быть аналитически измеримой.

В первой фразе предложения 9.19 слово "стратегия" может быть

заменено словами "аналитически измеримая стратегия". Утверждение
предложения 9.20, относящееся к е-оптимальности, тоже зависит от (F")-части
предложения 8.3, поэтому в нем простая замена слов незаконна. В случае

(N) можно доказать существование аналитически измеримой
нерандомизированной е-оптимальной стратегии [20], но неизвестно, может ли эта

стратегия быть выбрана полумарковской.
Результаты глав 8 и 9, касающиеся существования универсально

измеримых оптимальных стратегий, зависят от возможности точного выбора
из предложения 7.50 (б). Так как аналитически измеримые функции этим

свойством не обладают, мы не можем использовать такие же рассуждения
для того, чтобы прийти к выводу о существовании оптимальных анилити-

чески измеримых стратегий.

11.3. Модели с мультипликативными издержками

В этом разделе мы возвращаемся к модели с мультипликативным

функционалом издержек, впервые упоминавшейся в разделе 2.3.4. Мы

будем рассматривать модель с конечным горизонтом в борелевских

пространствах, и сформулируем результаты, которые можно получить, если

эту борелевскую модель изучать в рамках обобщенной схемы главы 6.

Это не позволит нам в полной мере использовать методы, развитые для

модели с аддитивными издержками в главах 8 и 9, но поможет получить
полезные результаты и проиллюстрировать применение обобщенной

абстрактной модели главы 6. Читатель, конечно, может воспользоваться

математическими результатами главы 7 для исследования модели с

мультипликативным критерием при более общих, чем здесь, предположениях.

Сформулируем борелевскую модель с мультипликативными
издержками. Пусть пространство состояний S, пространство управлений С и

пространство возмущений W являются борелевскими. Пусть ограничение на

управления U, отображающее пространство S в множество непустых
подмножеств пространства С, таково, что множество Г = {(х, и)\х Е S,
и € U{x)} является аналитическим. Пусть ядро возмущений p(dw\x, и)

и функция системы f: SCW-+ S измеримы по Борелю. Пусть функция

издержек за один шагд
- борелевская, и предположим, что существует

число Ь G R такое, что 0 <д (х, ut w) <b для всех х 6 S, uG U{x), w€ W.
Пусть горизонт N— целое положительное число.

Подобно разделу 6.1, обозначим через F множество действительных в

расширенном смысле универсально измеримых функций на S и через

F
*
— множество функций из F, являющихся полуаналитическими снизу.

Через М обозначим множество универсально измеримых функций на S
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со значениями в С и с графиком в Г. Определим отображение Н: SC? ->

-» [0, °°] соотношением

Н(х, и, J) - fwg(x, и, w)J[f{x, ur w)]p{dw\x, u)t

где считаем 0-*> s «>'0 ■ 0 • (-«>) - (-«>)• О - 0. Положим функцию
J0: S -» R *

тождественно равной единице. Тогда справедливы

предположения А.1—А.4, F.2 и предположение о точном выборе из раздела 6.1.

(Предположение А.2 следует из леммы 7.30(4) и предложений 7.47 и

7.48. Предположение А.4 следует из предложения 7.50.) Из предложений
6.1 (a), 6.2(a) и 6.3 вытекают следующие результаты, в которых

используются обозначения раздела 6.1.

Предложение 11.7. В борелевской модели с мультипликативными

издержками и конечным горизонтом выполняется равенство Jjv s TN{J0),
и для любого дисла е> 0 существует е-оптимальная {марковская) при
горизонте N стратегия. Стратегия я

*
= (/i* ..., n*N_ x) равномерно

оптимальна при горизонте N тогда и только тогда, когда (T^*TN~k"1) (Jo) =

ж jN-k (j0) t k— 0,..., N — 1, и она существует тогда и только тогда,
когда инфимум в выражении

r*+1Uo)U) - inf H[x, и, Tk(J0)}
u<ZU(x)

достигается для любого х € S и Аг ■ 0,..., /V — 1.

Достаточным условием достижения инфимума является компактность
множества

Ukix, X) ={£/€ U(x)\H[x, и, Tk(J0)]<\)
для любых xGS, XGR и Лг = 0,... ,N- 1.



Приложение А

ВНЕШНИЙ ИНТЕГРАЛ

Всюду в этом приложении (X, В, р) обозначает вероятностное
пространство. Если не оговорено иначе, то f, g и h являются функциями из X в

I-00,00!.
Определение А.1. Для функции f > О внешний интеграл по мере р

определяется формулой

f*fdp = \nf{fgdp\f<g, £ — В-измеримая функция). (1)

Если функция f произвольная, то полагаем

f*fdp = ГГф-ГГоГр, (2)

где г*+ (х) s max (0, fix)}, f (x) = max {0, -f (х)}, и принято считать

оо — oos ооа
/

Лемма АЛ. Для любой функции f > О существует Ъ*измеримая функция
g.g>f такая, что

ffdp = fgdp. (3)

Доказательство. Выберем В-измеримые функции дп такие,

что дп > f и имеет место сходимость

fgndpif*fdp.

Без потери общности можем считать, что дх > дг >
" " Пусть д

=

= lim„-*oe дп. Тогда д > f, функция д В-измерима и удовлетворяет

равенству (3).П
ЛеммаА.2.Если f>0 и h >0, то

f*{f+h)dp<f*fdp + f*hdp. (4)

Если хотя бы одна из функций f или h В-измерима, то (4) верно со знаком

равенства.
Доказательство. Пусть ^i > f, дг> f ъ функции дх и д2 В-из-

меримы, a f*f dp = fgidp, f *h dp = fg2dp. Тогда gx + дг> f + h и

неравенство (4) следует из определения (1).

Предположим, что функция h В-измерима и fh dp<°°. (Если fh dp-
= °°, лего видеть, что (4) верно со знаком равенства.) Пусть f + h < g,
где функция д В-измерима, и

Г(^+Л)Ф - fgdp.

Тогда f<g — h и функция д — h В-измерима, поэтому

f*fdp<fgdp-fhdp,
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откуда следует, что

ffdp + fhdp <f*{f + h)dp.

Следовательно, в соотношении (4) имеет место равенство. D

Приведем пример, показывающий, что в соотношении (4) может быть
строгое неравенство, даже если f + h является В-измеримой функцией.
Для этого и последующих примеров нам потребуется следующее
замечание. Для любого множества Е СХ

ГХЕФ = р*(£), (5)

где р*(Е) есть р-внешняя мера множества Е, определяемая соотношением

рЧЯ - inf{p(*)|£C£, В GB}t
a Xf- индикатор множества Е, равный

{\,
если х € Е,

О, если х ф Е.

Чтобы проверить формулу (5), заметим, что если ХЕ <д и д
-

Соизмеримая функция, то {х\д (х) > 1} является В-измеримым множеством,
содержащим Е, и, следовательно, fg dp> р*{Е). Из определения А.1 следует, что

rxEdp> p*{E). (6)

С другой стороны, если {Вп} — последовательность В-измеримых
множеств такая, что Е СВп и р {Вп) 1р*(£), то р (П ~= хВ„) - р* (Е). По
построению Хг, «о

и
> xF. Но функция Хл ее „ является В-измеримой, поэтому

/Хпоо dp = р*(£).

Отсюда следует неравенство, обратное к (6).

Заметим, что предыдущие рассуждения показывают, что для любого

множества Е существует множество В G В такое, что Е С В и р {В) =

-рча.
Пример 1. Пусть Xs [0, 1 ], пусть В — борелевская а-алгебра и р

-

лебегова мера, рассматриваемая только на В. Пусть Е СХ является

множеством, для которого р*(£) = Р*(Х - £) = 1 (см. [37, раздел

16,теорема Е]). Тогда

ЛХЕ + Х;г--Е)ф - ЛФ - 1. rxEdp + rxX-E<1p - 2,

и в соотношении (4) имеет место строгое неравенство.

Как показывает следующий пример, лемма А.2 не может быть

распространена на ограниченные (быть может, отрицательные) функции, даже

если функция h является В-измеримой.
Пример 2. Пусть (X, В,р) и Е такие же, как в предыдущем примере.

Положим f - Хе - ХХ-Е' h ж 1 • "Тогда

rif + h)dp = Г2ХБФ - 2,

Ffdp + fhdp - rxEdp-rxX-EdP+ 1-1-

Лемма А.З.

(а) £c/?<v f<g,ro

f*fdp<f*gdp.

(б) £ош 6>O£/f<0<f + €, го

ffdp<rgdp </Уф + 2е. \ (7)
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(в) Если /7+ф<«> или f*f~dp<<*>,To

n~f)dp = -ffdp. (8)

(г) Если множества А, В € В не пересекаются, то для любой функции f

Г*лив'*> ш rXAfdp + rxBfdp. (9)

(д) Если Е СХ удовлетворяет равенству р* (Е) = 0, то для любой

функции f

ffdp = S*Xx_Efdp.

(е) Если p*[{x\f{x) =«>}) > О, то fig + f) dp = <*> для любой

функции 9
(ж) Если p*i{x\f(x) » — °°}) > О, го для любой функции g либо

f*ig + f)dp = «>,

либо

f*ig + f)dp = -ее.

Доказательство.
(а) Если f <g, то f+ < 0+ и f~ > g ". В силу определения (1)

/*Гф < /V<*>, /V-ф > Г^'Ф,

и нужный результат следует из равенства (2).
(б) Ввиду (а) остается только показать, что

Л' + е)ф</*'Ф + 2е. (10)

Для В-измеримой функции дх такой, что д\> f* и

П*Ф « f9ldp,

имеем if + б)* < 0i + e, поэтому

/•(f + еГф <fgxdp + e = ГГф + б. (11)

Для В-измеримой функции £2 такой, что 02 > (f + е)~ и

/•('�«ГФ-/*аФ.

имеем

02 +е> (f+ б)" + е - max{f~-6, 0 } + е > f~,

поэтому

е-ьГ^ + еГФ = е + /р2ф = /(02+е)ф> /V-ф. (12)

Объединив неравенства (11) и (12), получим (10).

(в) Имеем

f*i-f)dp = /Ч^*ф-/Ч-/)-ф =

- S*r<1p-J*f+(to -

- -1Г'*Ф-Г'-ф] -- ЛФ,

где для законности предпоследнего равенства необходимо, чтобы
/Тф<оо или fTdp<<*>.
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(г) Предположим, что f > 0. Пусть д является В-измеримой функцией
такой, что 0>хл uBf и

fm*AuBfdP " Sf9dp.

Тогда ХАд >XAf, XBg> Xsf* поэтому

f*xAUBfdp - / xAgdp + fxBgdp> rxAfdP + rxBfdp. (13)

Теперь предположим, что функции дх и д2 являются В-измеримыми, дх >

>XAf, gi>XBf*
f9idp = fXAfdp, fg2dp = f*XBfdp.

Тогда pi + g2 > XAUBf, поэтому

rxAfdp + fXBfdp = fig, + g2)dp > f*XAuBfdp. (14)

Объединяя неравенства (13) и (14), получаем равенство (9) для f > 0.

Распространение результата на произвольную функцию очевидно.

(д) Предположим, что f > 0. Выберем множество В € В такое, что

р[В) = р*(£) + 0, ЯЭЕ.Из (2) получаем

rfdp =rxx_Bfdp < rxx_Efdp < ffdp.

Следовательно, / *f dp = f* ХХ-е* dp. Распространение результата на

произвольную функцию f очевидно.

(е) Если f (х) ■ °°, то {д + f)* (х) = «>. Поэтому

Р*({х| (g + n+ix) = ~})> о.

Следовательно, /*(^ + ^)+ф = °°, откуда следует, что / *ig + f)dp = °°.

(ж) Рассмотрим множество £ = {х| f (х) = — °°} и Eg = {x\f(x) = -°°,

flf(x) <~}.Еслир*(£*) =0,то

P*(E-Eg) = Р*(£-£*) + Р*(£*) > р*{Е) > 0.

Так как f (х) + # (х) = ее для х€ Е — Е», то из (е) следует, что / *{д + f)ф=
= ~. ЕслирЧЕ*) >0, тор*({х| (р + П"(х) = <*>}) >р*(£*) > 0,
и,следовательно, согласно (е), /

*

{д + fГФ = °°. Следовательно, если / *{д + f)*ф =

■ °°, то/*($ + Нф = °°, в то время как, если f*{g + f)*dp<°°, то

Границы, задаваемые соотношением (7), являются наилучшими из

возможных. Чтобы убедиться в этом, достаточно взять функцию f из

примера 2, положить д
- f + 1, а е ■ 1. Несмотря на некоторое своеобразие

внешнего интегрирования, справедлива теорема о монотонной сходимости,

которую мы теперь докажем.

Предложение А.1. Если последовательность неотрицательных функций

{fn} такова, что fn t f, то

ffndpirfdp. (15)

Если последовательность неположительных функций {fn} такова, что

fnif,To

rfndp\S*fdp.

Доказательство. Мы докажем первое утверждение предложения.

Второе следует из первого и леммы А.З (в). Предположим, что fn > 0 и

f„tf. Пусть последовательность В-измеримых функций {дп} такова, что

9п>*п И

rfndp = fgndp. \ (16)
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Если для некоторого номера п

1ЯпФ - f*fndp = <*>,

то сходимость (15) гарантирована. В противном случае

fgndp < - (17)

для любого номера л.

Предположим, что неравенство (17) выполняется для любого п и что

для некоторого п

Р«х\дп[х)> Яп+гМ)) > 0.

Тогда, поскольку дп+х > f„+x > fn, то функция д, определяемая
соотношением

_, , [9nW. естдп(х)< дп+г{х),
9М =

l^+iWr если gn{x)>gn+iix),

удовлетворяет неравенствам gn>g^>fn всюду и J <gn на множестве

положительной меры. Это противоречит (16). Следовательно, мы можем без

ограничения общности считать, что неравенство (17) выполняется п gt <

<д2 • • • Пустьд = lim,,-»,» дп- Тогда д > f и

lim f*fndp e Mm lgndp = fgdp > f*fdp.

Ho f„ < f при любом /?, поэтому справедливо и неравенство

противоположного знака. D
Можно было бы ожидать, что если последовательность функций

</„}ограничена снизу и fn t f, то равенство (15) остается справедливым. Как

показывает следующий пример, это не так.

Пример 3. Пусть Xs [0,1), В — борелевская а-алгебра,р — лебегова

мера на В. Определим отношение эквивалентности ~ на множестве X

следующим образом:
х ~~

у «=► х _ у рационально.

Пусть множество F0 построено путем выбора одного представителя из

каждого класса эквивалентности. Пусть Q ={q0f Q\, . . .} —
последовательность всех рациональных чисел из [0, 1) cq0.« 0. Положим

Fk = [x + qk [mod 1) |x€F0} = F0 + g*[mod 1],
к =0,1,...

Тогда F0t Fu ... является последовательностью непересекающихся

множеств такой, что

оо

U Fk =[0,1). (18)

Если для некоторого п < °° мы имели бы p*{\J^ln Fк) < 1, то £ =

= и£~0! Fk содержало бы В-измеримое множество меры б > 0. Для к =

s 1,..., /7 — 1 положим цк = гк/$к, где гк и sk — целые числа, идробь/>/$*
несократима. Пусть {рх,Рг , • • •} является последовательностью простых

чисел таких, что

max sk <Pi <p2 < ■ ■■

\<k<n-l
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Тогда множества Е,Е + р\х [mod 1 ], Е + р\! [mod 1 ],... попарно не

пересекаются, и в силу инвариантности меры р при сдвигах каждое из них

содержало бы В-измеримое множество меры 5 > 0. Отсюда следовало бы, что

полуинтервал [0,1) должен содержать множество бесконечной меры. Это

противоречие означает, что на самом деле

оо

Р*( U Fk ) = 1 (19)

для любого п. Положим

и*=л ?к

Тогда fn t 0, но^из (5) и (19) следует, что для любого п f*fndp - -1.

Поменяв знак в призере 3, увидим, что вторая часть теоремы А.1 не может быть

распространена на ограниченные сверху функции без наложения
дополнительных условий. Рассмотрим теперь такие условия.

Следствие А.1.1. Пусть последовательность положительных чисел {е„}
такова, что 2~=1 еп < °°. Пусть последовательность {fn} такова, что

lim fn = f, (20)
П-*оо

f<fn, л = 1,2 (21)

fn(x)< f[x)+ e„, fix) > -~ (22)

fnM<fn-iM+ e„, fix) = -~ n = 2, 3 (23)

ГЛ«/р<ов. (24)

Тогда

lim f'fndp = ffdp. (25)

Доказательство. Из условия (20) следует lim,,-»,» f» = 7*и

lim„-ee fn - f~> Заметим, что \nfk>nfk < fn~ < f~ и inf*>л fk t f при п -»«>.

В силу теоремы А.1 имеем

ff~dp = lim f* inf fkdp< lim f*f„dp< fTdp,

поэтому

lim ft'dp - JVc/p. (26)

Положим Л » {x|f(x) = -«>}. Еслир#И) = 0, то из условий (21), (22),
(24) и леммы А.З (б) и (д) следует, что

/Wp< ГСс/р<2еи + /Wp<~

поэтому

lim /V„Vp-JV**<-. (27)

Объединяя соотношения (26) и (27), получим равенство (25). Если

р*\А) > 0, то f*f~dp = -°°и из соотношения (26) будет следовать
равенство (25) при условии, что

ГГdp <~ Ч< (28)
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и кроме того

limsup /Vwcfp<«>. (29)
п -*••

Из условий (21) и (24) следует (28). Из условий (21) -(23) следует,
что для любого х € X

fnM<fn-lM+ €n,

п = 2,3

поэтому

ГС</р<2б„+ //£.!*,

rtfdp < 2 2 ек + ГТ*.

Из конечности £"=2 6* и условия (24) следует неравенство (29). D

Приложение Б

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ИЗМЕРИМОСТИ БОРЕЛЕВСКИХ ПРОСТРАНСТВ

Это приложение дополняет раздел 7.6. Обозначения и терминология,

используемые здесь, точно такие же, как и там, и в основном определены
в разделе 7.1.

Б.1. Доказательство предложения 7.35 (д)

Нашей первой задачей будет доказательство предложения 7.35 (д). Для
этого введем пространство Л/*={1,2, .. .}U{°°} с топологией,
индуцированной метрикой

II 1

U у

где считаем 1/°° = 0. Обозначим N* =/V*/V* • • • ,.причем в N*

рассматривается топология произведения. Пространство N последовательностей

натуральных чисел является топологическим подпространством
пространства N*. Пространство N* компактно согласно теореме Тихонова, в то время
как пространство N некомпактно. Если (X, Р) и {Y, Q) - пространства с

покрытием, то через PQ обозначается покрытие пространствах/:

PQ= {PQ\PGP, Q€Q}. (1)

Предложение Б.1. Пусть {X, Р) — пространство с покрытием и К —

совокупность компактных подмножеств пространства N*. Тогда проекция
на X любого множества из S(PK) приндлежит S(P). И обратно, любое

множество из S (Р) является проекцией на X некоторого множества из

l(PK)aJ6.
Доказательство. Пусть S — система Суслина для РК. Тогда для

любого элементаs € 2 множество S (s) имеет вид S{s) = Si (s)Sa (s), где
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Sx (s) ЕР и S2 (s) G К. Ядро системы S представимо в виде

N{S) = U П S(s) = U П [S, (s)S2 (s)] =

z€N s<z zGNs<z

= U {[ П S,(s)J [ П S2(s)]},
z€N 5<z 5<z

поэтому

PTOixlNiS)) - U П ^(S),
г€/4 s<z

где множество

4= {/GN| П S2(s)*0}.
*<z

Так как всякое множество S2 (s) компактно, то

A-OSi.t*. ... )^N| П Satfbfi Ы * 0 Vn}

Определим систему Суслина R для Р соотношением

*(fl U
SxiSi £„), если П S2(^ $к)Фф.

ф в противном случае.

Тогда

proj* MS)] = U П S,(s)= U О /?(5) = Л/(Я),
zGA s<z zSN s<z

поэтому proJA-[A/(S)J €S(P).
Для доказательства второй части предложения предположим, что S

является системой Суслина для Р. Определим систему Суслина R для К

соотношением

R(ox a„)= {(r„r2,...>eN#|fi=ai Г„ = on).

Для фиксированного элемента г0 G N имеем ^5<z0 Я(*) ~ (*оЬ поэтому

П [S(5)/?($)J = [ П S(s)] [ П /?(s)] -{(х,гв)|х€ П S(s)} . (2)

Следовательно,

N(S)= U П S(s) = Uprojjrl П [S(s)/?(5)]} -

z€N 5<z z€N s<z

= projx{ U О [S(s)/?(s)]},
zGNKz

и остается только показать, что

U n [SW/7M1 С [(РК)а]б. (3)
zGN s<z

Если мы сможем показать, что

оо

U П [Sis) R(s)] = П U [5(f)/7(f)], (4)
zGN s<z * = 1 5€Lfc

V
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где 2*; — множество элементов из 2, имеющих к компонент, то отсюда

будет следовать соотношение (3). Пусть заданы точка х €Е X и элемент

*о
- (f?. ?2# • • • )е N*. Предположим, что

{х,г0)е П П [S(5)/?(s)l.

Из соотношения (2) видно, что г0 € N и (х, z0) € П5<г [S(s)/?(s)], поэтому

(x,z0)eS{ft ?J?)/?(f? fg) для всех Лг > 1. Отсюда следует, что

ix,z0)en^lUsGZk[S(s)R{s)) и

оо

U П [S(s)/?($)] СПи [S($)/?(5>]. (5)

С другой стороны, если {x,z0)en~s:lUseZk[S(s)Ri5)]l то (х, z0) G

€ U5eL [S(s) /7(s)] для всех к > 1. Это может иметь место только в том

случае,еслиг0 G Nn (х,*0)е$(??/-.. #{*)#({?,... , ?*). Следовательно,

(х,*о>€ П [в(Й Й»Л(Й ЙИ-
Л = 1

- П [5(f)/7(f)] С

*<*0

сип [S(s)/?{*)],

что доказывает включение, обратное по отношению к (5). Отсюда следует
равенство (4). D

Если (X, Р) — пространства с покрытием, У — некоторое другое

пространство и множество Q. С У, то определим покрытие PQ пространства XY,
полагая

PQ={PQ\Pe?}.
Лемма Б.1. Пусть (X, Р) и (У, Q) — пространство с покрытием. Тогда:

(а) S(P)Q - S(PQ) для любого множества ОСУ;
(б) S(P) Q С S(PQ).
Доказательство. Утверждение (а) тривиально, а (б) следует

из (а).D
Теперь мы в состоянии доказать часть (д) предложения 7.35.

Предложение Б.2. Пусть (X, Р) — пространство с покрытием. Тогда

S(P)-S[S(P)l.

Доказательство. Ввиду предложения 7.35 (г) остается

доказать только тот факт, что

S(P) Э8[8(Р)]. (6)

Пусть N* и К такие, как в предложении Б.1. Тогда, если А € S[S(P)], то

в силу второй части предложения Б.1 А = proj.y(i?) для некоторого

множества В€ ([S(P)K]a)g. Согласно лемме Б.1 (б) и предложению 7.35(6) и

(в) имеем

Be ([8(Р)К]0)б C([S(PK)]a)6 - S(PK).

Из первой части предложения Б.1 следует, что А ■ proj.\ (Я) € S (Р),
значит, включение (6) выполнено. D
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Б.2. Доказательство предложения 7.16

В предложении 7.16 утверждается, что борелевские пространства X и У

борелевски изоморфны тогда и только тогда, когда они имеют

одинаковую мощность. С этим связано утверждение о том, что любые два
несчетные борелевские пространства борелевски изоморфны друг другу.
Этот последний факт использовался в предложении 7.27, где мы, без

ограничения общности, считали рассматриваемые борелевские пространства
копиями полуинтервала (0, 1], этот же факт использовался в

предложении 7.39, где результаты, полученные для пространства N, переносились на

произвольное несчетное борелевское пространство, и, наконец, он будет
использован в предложении Б.7 для того, чтобы изучать свойства

предельной а-алгебры только для пространства N. Доказательства
предложения 7.16 и следствия 7.16.1 зависят от следующей леммы, которая
непосредственно вытекает из предложений 7.36 и 7.37. Читатель может
убедиться в том, что эти результаты опираются только на предложения 7.35, Б.1 и

Б.2, и поэтому рассуждения не представляют собой порочного круга.
Лемма Б.2. Пусть X — непустое борелевское пространство. Тогда

существует непрерывное отображение f пространства N на X.

Определим М как множество бесконечных последовательностей нулей и

единиц. Можно считать множество М счетным произведением копий

множества {0, 1}и ввести в нем топологию произведения, считая, что в

множестве {0, 1} задана дискретная топология. В силу теоремы Тихонова

множество М компактно в такой топологии. Оно так же метризуемо, как

полное сепарабельное пространство.
Наше доказательство предложения 7.16 состоит из трех частей.

Во-первых, покажем, что любое несчетное борелевское пространство содержит
борелевское подмножество, гомеоморфное множеству М. Затем убедимся,
что любое несчетное борелевское пространство изоморфно борелевскому
подмножеству множества М. И наконец, установим, что из этих двух

фактов следует изоморфность любого несчетного борелевского пространства
множеству М.
Лемма Б.З. Пусть X — несчетное борелевское пространство. Тогда

существует компактное множество К С X такое, что множества ЬА и К го-

меоморфны.
Док азательство. Пусть f — непрерывное отображение N на X из

леммы Б.2. Для любой точки х € X выберем элемент гх € N такой, что

х ■ f (zx). Положим S = {zx\xEX}, так что f является взаимно

однозначным отображением S на X. Для элемента г € $, если это возможно,

выберем открытую окрестность Т(г) элемента г такую, что множество S П Т(г)
счетно. Пусть R — множество всех г, для которых такая окрестность Т{г)
может быть найдена. Так как сепарабельные метризуемые пространства
обладают свойством Линделефа, то существует счетное подмножество /?'
множества R такое, что игелГ(г)= иге/?Г(г), поэтому

RCSCil U Т(г)] = U [SnT(z)]t
z&R re/?'

и R — счетное множество. Так как множество S несчетно, то должно быть

несчетным и множество S — R. Далее, если г € S — R, то любая открытая

окрестность точки г содержит бесконечно много точек множества S—R.

Пусть с/ — метрика в пространстве N, согласованная с его топологией и

такая, что (N, d) — полное пространство. Для любой точки г € N замкнутая

сфера радиуса г с центром в точке г -это множество вида {г€ N\d(z, г) <

<г}. Внутренность этой сферы, обозначаемая \х\х{г Е N \d(z, 7)<r) есть
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множество(z€N\d(z,г)<г}. Пусть г (0) и г (1) - две различные точки

в множестве 5-Я. Тогда f[*(0)] #f[*(1)if поэтому существуют две

непересекающиеся открытые окрестности U и V точек f [г(0)1 и /[/(1)1
соответственно. Пусть 5(0) и 5(1) — непересекающиеся замкнутые сферы

радиуса не больше чем единица с центрами в точках г (0) и г (1) и

содержащиеся в множествах f~x(U) и f~l(V) соответственно. Получаем тогда,
что множества г*[5(0)] и f [5(1)1 не пересекаются. Заметим также, что для

любой точки г Е (5 - Я) П Int 5 (0) любая открытая окрестность точки г

содержит бесконечно много точек множества (5 — Я) П Int 5(0), и то же

самое справедливо для сферы 5(1). Точно таким же способом можно

выбрать различные точки г (0, 0) и г (0, 1) из множества (5-Л) П Int 5 (0)
и различные точки г(1, 0) и г (1,1) из множества (5-Я) П Int 5(1) и

выбрать непересекающиеся замкнутые сферы 5(0,0), 5(0,1), 5(1,0) и

5(1,1) с радиусами не больше чем Уг, и с центрами в точках z (0,0), г(0,1),
г(1,0) иг(1,1) так, что все множества f[S{0t0))tf [5 (0,1)J, f [5(1,0)] и

f[S (1,1)1 непересекающиеся. Эти сферы можно выбрать таким образом,
чтобы 5(0,0) и 5(0,1) содержались в 5(0), а 5(1,0) и 5(1,1)
содержались в 5 (1). На Ат-м шаге этого процесса мы выбираем семейство
непересекающихся замкнутых сфер 5(jii,..., цк) радиуса не больше чем 1/Аг, с

центрами в различных точках г{цг,... ,цк) множества 5—Я, где каждая

компонента ji/ равна либо нулю либо единице. Далее, можно так выбрать
эти сферы, чтобы для любого набора (/иь..., цк-\) выполнялись

соотношения

MflSiVi М*-ьО)1 Of[5(Aii Л-1.1И-. Ф.
(") Sfoi №-ь№) cS(Mi M*-i>» M*-0f 1.

Для фиксированной последовательности т - (д1х ji2....) € М множества

{S(Pi,..., цк)} образуют убывающую последовательность замкнутых

множеств, радиус которых стремится к нулю, поэтому последовательность

{г{цх,... ,цк)} является последовательностью Коши и, следовательно,

имеет предел <р{т) G п£г 5(дь..., цк).
Покажем, что отображение </?: М -► N является гомеоморфизмом. Если

(МьМ2/ • • •) и (|/ь у2, . . . ) — два различных элемента множества М, то

Цк ^ *>* Для некоторого номера*. Так как <p(/ii, д2, • • • )е Sfai, • • •
/ М* Ь

«P^i, ^2» • • • ) е Sfo »...|Ыи множество .5 (/ii,..., цк) не пересекается с

множеством5(fi,... ,у*)г то<р(/ц,М2, • - • )^^х,р2, . . . ), и поэтому

отображение </> является взаимно однозначным. Чтобы показать

непрерывность отображения \р, возьмем последовательность {/т?^}, сходящуюся к
точке m € М. Выберем е > 0 и целое положительное число к такое, чтЬ 2/к <
< е. Тогда существует такое число л", что первые^ к компонент элементов

тп и т = {цх§д2, . . . ) совпадают для всех п >п, поэтому и *р(тп) и \р(т)
принадлежат сфере 5(^! цк). Отсюда следует, что d($(mn), sp{m))<
< 2/Ar < е, т.е. отображение </? непрерывно. Чтобы показать непрерывность
отображения <р~!, достаточно показать, что множество y(F) замкнуто в

множестве <р (М), если только множество F замкнуто в М. Этот факт

следует из компактности множества М и непрерывности отображения <р.
Обозначим через N j С N компактный гомеоморфный образ множества М

при отображении </?.
Покажем теперь, что отображение f: Ni -»Х является гомеоморфизмом.

Чтобы убедиться в том, что отображение f взаимно однозначно, выберем
две различные точки :иЬ множестве N,. Тогда существуют две

различные точки т - (Ц\, ц2, • • • ) и /ft - фг, #2, . . . ) в множестве М такие, что

г ■ \р(т) и г = ^(/й). Для некоторого к имеем цкФ$к, поэтому в силу усло-
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вия (i)/(SOii,.A.,ji*)] nflS^ ,&)] =0.Таккакге5(м! цк)
и г€5(дь..., цк), то f (г) Ф f (z) и, следовательно, отображение f
взаимно однозначно. Так же, как и в случае \р, непрерывность отображения f~l

следует из того, что f непрерывно и имеет компактную область

определения.

Множество K = f{Ux) является компактным подмножеством

пространства X, гомеоморфным множеству М. D
Лемма Б.4. Пусть X — несчетное борелевское пространство. Тогда

существует борелевское подмножество L множества М такое, что X и L бо-

релевски изоморфны.
Доказательство. По определению пространство X гомеоморфно

борелевскому подмножеству В полного сепарабельного метрического
пространства V. В силу теорем Урысона и Александрова (предложения 7.2 и

7.3) пространство У гомеоморфно множеству типа Gs гильбертова куба Н,
поэтому В и, следовательно, X гомеоморфны борелевским подмножествам

из Н. Значит, достаточно показать, что пространство Н борелевски
изоморфно борелевскрму подмножеству множества М.

Идея доказательства заключается в следующем. Любой элемент из Н
является последовательностью действительных чисел из отрезка [0,1].
Каждое из этих чисел имеет двоичное разложение, и, смешивая все такие

разложения, Мы получаем элемент из множества М. Сперва определим
отображение ф: [О,1J -» М, переводящее любое действительное число в

последовательность нулей и единиц, являющуюся двоичным разложением этого числа.

Проще получить функцию ф"1, которую мы определим на множестве Mi U

и{(0,0,0,...)},где

Mi = {(Hi, ц2* • • •)е М |цк = 1 для бесконечно многих к) .

Эта функция задается формулой

чГЧльЛа.-..*»- 2 цк/2к,

и легко проверить, что ф'1 является взаимно однозначным непрерывным

отображением на [0,11. Так как множество М—Mi счетно, то область

определения функции ф'1 является борелевским подмножеством множества

М, и в силу предложения 7.15 фесть борелевский изоморфизм.
Поскольку предложение 7.15 пока не доказано, то непосредственно

покажем, что функция ф измерима по Борелю. Рассмотрим семейство
множеств

/?Мг)М<Мь1*2....)€М1|1а-0Ь * = 1,2

£(Ar)={(jii,/i2,...)G М1я*=1}, *- 1,2,...

Эти множества образуют подбазу топологии на множестве М, поэтому,
согласно замечанию, следующему за определением 7.6, достаточно только

доказать, что множества ф~х [R{к)] и ф'х [Rife)] измеримы по Борелю, из

чего можно будет заключить, что функция ф является борелевской. Так как

каждое из этих множеств является дополнением другого, то достаточно

рассмотреть только множество ф"1 [/?(£)]. Помня, что областью определения

функции ф'1 является множество Mt U {(0, 0, 0,...)} , получаем

*-1 [/?№»-{£ ^Ui^2,...)eMb м*=о)и{о}.
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и множество

(Д 71^1^2"- ,gm" ^=o[=
*-i ty I ! |

U {х+ 2 - 0<х < —

(м, мл_1) I /=1 2; I 2*J

представляет собой конечное объединение борелевских множеств.

Доказательство гомеоморфности пространств ММ • • • и М в сущности

такое же, как и доказательство леммы 7.25, и мы не будем повторять
его здесь. Пусть в - гомеоморфизм ММ • • • на М, тогда определим

функцию ip: И -»М формулой

?[Xi,X2v...)-0hfr(X|). ^(Х2),...].

Легко видеть, что отображение <р — требуемый борелевский изоморфизм. D
Лемма Б.5. Если Кх и L - борелевские подмножества множества М,

Кх С L и Кх борелевски изоморфно М, то L борелевски изоморфно М.
Доказательство. Для борелевских подмножеств 4 и В

множества М будем писать А ** В, подразумевая под этим, что подмножества
А и В борелевски изоморфны. Отметим, что из А **В и В ** С следует А *»С.

А также, если 4,, А2, ...
— последовательность непересекающихся

борелевских множеств, Вг, В2, . . .
— некоторая другая аналогичная

последовательность и4/ %£/ для всех/,то

И наконец, если 4 = Ах U42 и 4 **В, то В = Вх иВ2,гьеАх * Вх и42**Я2,
причем, если Ах и 42 — непересекающиеся множества, то #i и В2 тоже

могут быть выбраны непересекающимися.
В предположениях леммы положим Dx = М - Кх. Так как Mi * /Ct

и М = /Ci U Dx, то существуют непересекающиеся борелевские множества

К2 и D2 такие, что /С^ - К2 U£>2, /С, ^/С2 иО| *D2. Так как /С! ^ К2
и Кх = /C2 U02/ то существуют непересекающиеся борелевские
множества Къ и 03 такие, что /С2 а^зи^3, /С2*/Сзи02*лз. Продолжая
аналогичным образом, на л-м шаге построим непересекающиеся

борелевские множества Кп и Dn такие, что /ея_! = K„UDn, К„_х **Кп\л Dn_x**
** Dn. Положим /Ceo = П~-хКп. Тогда М = /Со» U [U*=1D„], и все

множества в правой части этого равенства непересекающиеся.

Пусть Ах = М - Z. и *?! = L — Кх. Тогда множества Ах \л Вх не

пересекаются и Ох = 41 U £,. Для любого п множество Dx *D„, поэтому Оп =

= Ап UBn, где Ап и Вп — непересекающиеся борелевские множества и

^i *^л/ #i * #л. В частности, 4„ **4л + 1 для /7 = 1, 2, . . .
,
и мы

получаем, что

М = /CooU[ U Dn) = /CooU[ U 4„]U[ U Вп]*
л = 1 л = 1 л-1

*/f»U[U A„]U[U e„]={/f-U[U £>„]} -/», =М-Л,»/.. D
л=2 л=1 л=1

Теперь можно доказать предложение 7.16, причем будет видна также

справедливость следствия 7.16.1.

Предложение Б.З. Пусть X и У — борелевские пространства.
Пространства X и У изоморфны тогда и только тогда, когда они имеют

одинаковую мощность.
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Доказательство. Если пространства X и У изоморфны, то ясно,

что они должны иметь одинаковую мощность. Если X и У имеют

одинаковую конечную мощность или оба счетны, то их борелевские о-алгебры
являются множествами всех подмножеств этих пространств, и любое

взаимно однозначное отображение из одного пространства на другое

является борелевским изоморфизмом.
Если X несчетно, то в силу леммы 6.4 существует борелевский

изоморфизм кр\ X -» М такой, что L = у(Х) есть борелевское подмножество

множества М. Согласно лемме Б.З пространство X содержит компактное

множество К, гомеоморфное М, поэтому у (К) борелевски изоморфно М и

<р(К) CL. Положим Кх = <р(/С) и, используя лемму Б.5, получим, что L и

М изоморфны. Отсюда следует, что изоморфны ХиМ. Если пространство У
несчетно, то т^же рассуждения показывают, что У и М изоморфны,
следовательно, изоморфны пространства X и У.

БЗ- Аналитическое множество, неизмеримое по Борелю

Системы Суслина могут быть использованы для построения строго
возрастающей последовательности о-алгебр на любом несчетном боре-
левском пространстве X. Первой а-алгеброй в этой последовательности

является борелевская а-алгебра Вх, второй — аналитическая а-алгебра
Ах, и из дальнейшего изложения будет видно, что Ах строго больше,
чем Вх. Доказательство этого факта проводится от противного с

использованием универсальных функций, которые мы сейчас введем.

Пусть Mx — множество последовательностей нулей и единиц, в которых

единица встречается бесконечное число раз. Если ненулевые компоненты

последовательности т € Mt занимают позиции mit т2, . . .
,
то можно

считать последовательность т отображением из N в N, которое
определяется соотношением/^,, $2,...) - tfmt, Sm2. • • • )•

Определение Б.1. Пусть Р является покрытием пространства N.

Универсальной функцией L для Р называется отображение N на Р. Если Q —

некоторое другое покрытие пространства N и

{zet4\zeL[m{?)]} GQ \fmSMlt (7)

то будем говорить, что L согласована с Q.

Предложение Б.4. Пусть G — совокупность всех открытых
подмножеств пространства N. Существует универсальная функция для G,
согласованная с G.

Доказательство. Пространство N сепарабельно, поэтому его

топология имеет счетную базу (G(1), G(2),...}, причем считаем, что пустое
множество содержится среди множеств базы. Определим отображение
L: N-»G соотношением

иГьГа.-..)- U Gtf„).

Ясно, что L представляет собой универсальную функцию для G. Выберем
теперь последовательность m G Mt и предположим, что ненулевые
компоненты m занимают позиции тх, т2,... Выберем точку г о

= (f?, ?2,. • •)
в множестве

{геЫ\геЦтШ *

- {(Гьй >€N| tfi.fr. . . J€VU Gtfmit)}.
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Тогда для некоторого числа к будет г0 € G(&j) •

Положим

UkU0)= №,$2 >€Nirwlf
- &*}•

Тогда G(fStjf) С L[m{z)] для любого г€ l/jt Uo)# поэтому г G Zjm(z)J
для любого z G l/jt(z0)n G(f£,£-). Следовательно, множество d/f^o) n

n G(fX,jf) является открытой окрестностью точки г0 и содержится в

множестве (г Е N|z G Z.[at?(z)]} , поэтому последнее множество

открыто. D

Если заданы пространство с покрытием и универсальная функция для

покрытия, которая удовлетворяет условию типа (7), то можно построить
аналогичные универсальные функции для более обширных покрытий.
Покажем сначала, как это делается для случая, когда заданное покрытие

расширяется с помощью систем Суслина.
Предложение Б.5. Пусть Р является покрытием для N, и предположим,

что существует универсальная функция для Р, согласованная с S(P). Тогда
существует универсальная функция для S (Р), согласованная с S (Р).
Доказательство. Зафиксируем разбиение {Ps \ s G 2}

множества натуральных чисел на счетное число счетных множеств и определим

для каждого s Е 2 соответствующую последовательность ms
= (/Ji(s),

М2Ы,...) G Mi следующим образом:

(1, если kGPs,
М*Ы=

,
(8)

10, если kfPs.

Пусть Z. — универсальная функция для Р, согласованная с S(P).
Определим отображение К: N-*S(P) соотношением

KUo) - U П /.КЫЬ (9)
z€ N * < z

Для того чтобы показать, что К является отображением на, необходимо
показать, что если имеется произвольная система Суслина S для Р, то

существует точка г о G N, для которой

S(s) - L[msUo)] VsG2. (10)

Если задана система S: 2 -+ Р и s € 2, то S(s) ЕР. Так как L является

универсальной функцией для Р, то существует точка zs G N, для которой
Sis) = L Us). Если точка z0 выбрана таким образом, что ms(z0) -

г5 для
любого s G 2, то соотношение (10) выполнено, и такой выбор точки z0
возможен, потому что msUo) зависит только от тех компонент z0,
номера которых принадлежат Ps. Следовательно, К является универсальной
функцией для S (Р).

Если m, n E Mif то существует такой элемент в Mi, обозначим его через

mn, что (mn) (z) e m[n{z)] для любого z € N. В самом деле, если

ненулевые элементы m — это {mlt m2, . . . ), а ненулевые элементы п — это

("1/Я21 ...),то ненулевые элементы mn будут (nw , nm%, . . . ).
Предположим теперь, чтоmEMj.Множество

{zoeN\z0eK[mUo)]} - {*0€N|z0€ u n t[(mf/n)(z0)]} -

- и n {ze€N|z0ez.[(m,m)Uo)]}
z€N s< z

является ядром системы Суслина для S(P), так как L согласовано с S(P).
Из предложения Б.2 следует, что К согласована с S(P). D
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Следствие Б.5.1. Существует универсальная функция для S(Fjvj) ,

согласованная с S(Fn) .

Доказательство. Пусть G — класс всех открытых подмножеств

пространства N. В силу предложений Б.4 и Б.5 существует универсальная
функция для S(G), согласованная с S(G), и остается только показать,

что S(G) = S(Fn) . Так как G С В^, то из предложения 7.36 следует, что

S(G) CS(Fn). Так как всякое замкнутое подмножество пространства N

является множеством типа Gb и в силу предложения 7.35 Qr6 CS(G)6 =

- S(G), то мы видим, что FN CS(G). Из предложения Б.2 следует, что

S(FN)CS[S(G)] = S(G).D
Следствие Б.5.2. Пусть L — универсальная функция для S(F^),

согласованная с S(Fn). Множество

40 = {геЫ\гЕЦг)} (11)

является аналогическим, но неизмеримым .по Борелю, а множество

N — Ао не является аналитическим.

Доказательство. Множество А0 аналитическое, потому что

универсальная» функция L согласована с S(FN). Рассмотрим множество

N-40={zGN|z^Z.(z)}. (12)

Если это множество аналитическое, то существует точка z0 £ N такая, что

N - А0 = L iz0). Если г0 G А0, то г0 ^ L Uo). что противоречит

определению (11). Если z0 £ N - А0, то г о G L{z0), что противоречит

определению (12). Следовательно, множество N - А0 не является аналитическим

и тем более не является борелевским, поэтому множество А0 также не

борелевское. D
Предложение Б.6. Пусть X — несчетное борелевское пространство. Тогда

существует аналитическое подмножество А пространства X такое, что

А — неизмеримое по Борелю, а X - А не является аналитическим

множеством.

Доказательство. Пусть кр: N -*Х — борелевский изоморфизм
пространства N на X (следствие (7.16.1), и пусть множество А0 С N такое

же, как в следствии Б.5.2. Тогда А = \р{А0) является аналитическим

множеством, но так как множество N - А0 = \р~1(Х — А) не аналитическое,

то не является аналитическим и множество X - А. Следовательно,
множество А не борелевское. D

Б.4. Предельная а-алгебра

Мы будем строить семейство а-алгебр, занумерованных счетными

порядковыми числами, и в конце этого процесса получим предельную а-алгебру,
обозначаемую L*. Доказательство многих свойств а-алгебры L\, и даже

само определение основываются на трансфинитной индукции. Мы также

часто будем использовать тот факт, что если (а„} является
последовательностью счетных порядковых чисел, то существует счетное порядковое число

а такое, что а„ < а для всех п. Как обычно принято, первое несчетное

порядковое число обозначим через П.

Определение Б.2. Пусть X — борелевское пространство и GA -

совокупность всех открытых множеств в пространстве X. Для любого

счетного порядкового числа а положим

t%"a(Qx). (13)

L£ = a[S( U l£>]. ч
(14)
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Предельной о-алгеброй называется

l-x= U LV (15)
л< ft

Мы докажем позднее (предложение Б.10), что L^ в самом деле

является а-алгеброй. Отметим, что L% я В* и Lx » А*. Если пространство X
счетное, то Вх = L£ для всех а < П. Если X несчетно, то при

рассмотрении а-алгебр L% и Lx можно, без потери общности, считать, что X = N.
Об этом говорит следующее утверждение.

Предложение Б.7. Пусть X — несчетное борелееское пространство, и

пусть <р: N -► X — борелевский изоморфизм N на X. {Такой изоморфизм
существует в силу следствия!ЛЬА) Тогда для любого а<£2

V?(Lft) = L£, Lft-^MLJ) (16)

и также

sp{LN) = LXt Ln^-Ml*). (17)

Доказательство. Докажем равенства (16)— (17) при помощи

трансфинитной индукции. Ясно, что для a = 0 соотношения (16)
выполняются. Если соотношения (16) верны для всех 0 < а, где а < 12, то

V>( U I*)- U L* U 1*=уГЧ U ф.
Р<а

п
0<а

Л
0< а

п
0 < ос

л

Пусть 5 — система Суслина для Up < а L^j. Тогда <p[/V(S)] - N(y о S),
где (<i © S) (s) = <p[S(s) ] VsGI, Так как <р «S является системой
Суслина для Up < а L^., то видно, что

*[S( U I*)] CS( U ф. (18)

С другой стороны, если R является системой Суслина для Up < a I* то

Л/(/?) -^[/V^"1 о/?)], где

Отсюда видно, что Л/(Я) G <0[S(Up< aL^)], и это доказывает обратное
к (18) включение множеств. Следовательно,

*>[S( U I*)] -S( U ф. (19)
0<сс

N
0<а

л

Так как отображение \р взаимно однозначное, то и

8[ U I*] =v?-![S( U ф]. (20)

Далее, в силу соотношения (19) i(L^) является а-алгеброй,
содержащей S (Up < aф, поэтому

sp{L%)DL%. (21)

В силу соотношения (20) $~x(Lax) является а-алгеброй, содержащей

S(Up< аф, поэтому

Так как \р — взаимно однозначное отображение, то из включения (21)
следует, что

4P*~'(L£), (23)
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а из включения (22) следует, что

*(L«)CL£. (24)

Из соотношений (21) — (24) вытекает соотношение (16). Соотношение
(17) следует из соотношений (15) и (16). D
Как мы уже видели, для несчетного борелевского пространства X а-ал-

гебра L% находится строго внутри Llx (предложение Б.6). Мы хотим

доказать, что вообще, если 0 < а < ft, то L^ лежит строго внутри L%.
Для доказательства этого факта мы обобщим следствие 6.5.1, а затем -

следствие Б.5.2. Шагом в этом направлении являются следующие леммы.

Если Р - покрытие пространства X, то через Р обозначается покрытие

P = PU {X-J\PGP). (25)

Лемма Б.6. Пусть Р — покрытие пространства N, содержащее все

открытые множества в пространстве N, и предположим, что существует

универсальная функция для Р, согласованная с Р. Тогда существует

универсальная функция для Р, согласованная с о(Р).
Доказательство. Пусть L - универсальная функция для Р,

согласованная с Р. Определим отображение К:Ы-*Р, полагая

| Mfr2, U. U. • • •)* если fi нечетно,

«fi.fc....)-
I N - Z.(fr2, ?з, U. • • •). если fri четно.

Ясно, что К является универсальной функцией для Р. Так же, как при
доказательстве предложения Б.4, выберем m G Mt и предположим, что

ненулевые компоненты m занимают позиции тх ,т2,... Тогда

{геЫ\геК[т{г)]} »

-{ffi.&,...>!*«, нечетной ttlffaf... )€/.(£,„,,£„,,,...)} U

U{(flff2,...)|fmi -четной (ft,b.-.J^itfrn^ki,.--.>>-
- ([ О <(П, £2,...)[£„,, -2*-1}] П

п {(Г!,^,...)!^, f2,...)€Z.(fmj, fmj,...)}) и

U Ц U {fflf f2,...)lfWl « 2*}] П

П {tflf f2,.. .)| (flf f2,...) $ UrW2, £„,,,...)) ). (26)

Поскольку универсальная функция L согласована с Р и Р содержит

любое открытое множество, то получим, что любое множество вида (26)
принадлежит о(Р). Следовательно, функция К согласована с о(Р). D
Лемма Б.7. Пусть a — счетное порядковое число. Пусть Pa для любого

/3<а является покрытием пространства N, содержащим семейство G
всех открытых множеств, и предположим, что существует универсальная

функция La для Pa, согласованная с Pa. Тогда существует универсальная

функция дЛЯ Ua<a Pa, Согласованная С S{Ua<aPa).
Доказательство. Множество порядковых чисел {010 < а)

счетно, если только а<$2, поэтому существует разбиение {Р(&) \P<ot)
натуральных чисел такое, что Р(Р) не пусто для любого 0*< а. Определим
универсальную функцию для Va<aP((i), полагая

itfbb....)- Mb. Ь....) при $Ц/>(0).
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Пусть fn€Mt имеет ненулевые компоненты m,, m2l... Тогда

{zeU\zGLlm{f)]) = U {<?,. Г2,...НГт G/>(0)

И (Гь Г2....)€^м {-м )} - U [<(fi. Ь....НГт,6

€/>W}n{(flrf2#...)|(fbf2,...)€^(fm2.fm3,..J}]
и это множество содержится в S №р<а Р^) в силу предложения 7.35 (б) и

(в) и того факта, что любая универсальная функция La согласована

С Р*. П

предложение Б.8. Для любого а < Я существует универсальная
функция для S(Lj^), согласованная с S(L<*).

Доказательство. Для простоты обозначений опустим индекс N.

Доказательство проведем с помощью трансфинитной индукции. Для а = О

результат получается из следствия Б.5.1. Предположим теперь, что
результат справедлив для всех 0 < а, где а < 12. Докажем его для а. Согласно

лемме Б.7 и предположению индукции существует универсальная

функция для U0<aS(L0),согласованная с S[U^<aS(L^)]. Далее,

U U* С U S(L*) С S( U L*), (27)

и, применяя S к обеим частям соотношения (27) и используя

предложение Б.2, получаем, что

S( UL^S[ U S(L*)]. (28)
fi<at 0<ot

Из предложения Б.5 и соотношения (28) следует существование
универсальной функции для S(U£<QL0), согласованной с S(U/3<aL/?), а из

леммы Б.6 следует существование универсальной функции для S(U/5<a l/),
согласованной с La. Из следствия 735.1 имеем, что

La = o[S( U L*)] С S[S( U L*)], (29)

поэтому существует универсальная функция для S(U^<aL^),
согласованная с S[S( U L ' )]. Но из соотношения (29) следует, что

0<<*

La С S[S( U L*)] С S(La),
0<а

и, применяя S к обеим частям последнего соотношения, видим, что

S(La) = S[S( U L*)!. (30)
0<<х

Из предложения Б.5 и соотношения (30) получаем теперь
существование универсальной функции для S(La), согласованной с S(La). D

Предложение Б.9. Пусть X — несчетное борелевское пространство. Если
0 < a < О, го LJ лежит строго внутри Lax.
Доказательство. Не теряя общности, можем считать, что X - N

(предложение Б.7). Опустим индексы N. Ясно, что для 0 < а мы имеем

L/C La. Пусть L — универсальная функция для S(L*), согласованная с

S'(L^), и рассмотрим множество А = {г € N | г е Цг)} . Тогда AGS (L*).
Если бы N-4 GS(L^), то для некоторой точки :0GN мы имели бы

равенство NmA = Цг0). Если г0 € А, то г0 ф L (z0), и мы получаем противо-
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речие. Если г0 € N — А, тог0 €Е L (г*) , и мы снова получаем противоречие.

Значит, N--4£$(L.P). Но N-4€ L*, поэтому L" не совпадает с Le. D

Предложение Б.10. /7/сгь X — борелевское пространство. Предельная
a-алгебра Lxсодержится в Uxu

Ix'SiLx). (31)

Более того, Lx является наименьшей a-алгеброй, содержащей открытые
подмножества пространства X, которая удовлетворяет соотношению (31).
Доказательство. Если X — счетное пространство, то результат

тривиален, поэтому предположим, что X несчетно. Ясно, что ф € L* и L*
замкнуто относительно взятия дополнения. Поэтому, чтобы убедиться в

том, что Lx является о-алгеброй, необходимо только проверить, что Lx
замкнуто относительно взятия счетных объединений. ЕслиОь02, ...

—

последовательность множеств из Lx, то для некоторого a<h мы имеем

Qk ^ L£ при всех к. В таком случае Uk°l1 Qh € L% С L*.

Докажем с помощью трансфинитной индукции, что L£ С и* при всех

а < Я. Для а = t) это очевидно. Если \?х С U* для всех 0 < а, где а < 12, то

в силу теоремы Лузина (предложение 7.42) S(U/3<aL^r) CUV. Но тогда и

L$ С и*. Следовательно, L^ С U*.

Докажем теперь равенство (31). Как следует из предложения 7.35 (г),
достаточно доказать, что ЬдО S (^х) Пусть S является системой Суслина
для Ljf. Так как множество £ счетно, то существует число а<£2 такое,

что S(s)€LSr при любом s G Е. Тогда N{S) EL^+1CL^, что и

доказывает (31).
Предположим, что Р является о-алгеброй, содержащей открытые

подмножества пространства X, удовлетворяющей условию Р = S (Р). Ясно, что

В* e L^ СР. Если L/сРдля любого 0 < а, где а<Я, то из

соотношения (14) следует, что L% СР. Поэтому Р содержит о-алгебру Lx* Значит,

Lx — наименьшая о-алгебра, содержащая открытые множества в X и

удовлетворяющая равенству (31). D
Главный недостаток аналитической о-алгебры заключается в том, что

суперпозиция аналитически измеримых функций не обязательно является

аналитически измеримой (ср. замечания вслед за предложением 7.50). Однако
суперпозиция предельно измеримых функций является предельно

измеримой. Мы докажем эти утверждения после того, как дадим формальное
определение соответствующих терминов.

Определение Б.З. Пусть X и У — борелевские пространства, D С X и Р

является о-алгеброй в X. Говорят, что функция f: D-+ /является 9-изме-

римой, если Г1 (£)€Рдля любого множества BG By. Если Р = L*, то

будем говорить, что функция f предельно измерима. Говорят, что о-алгебра
Р замкнута относительно суперпозиции функций, если для любой Р-измери-
мой функции f: X -+Х и любого Р€ Р имеем г*"1 (P)G P.

В определении Б.З не говорится о Р-измеримой функции д,
отображающей X в борелевское пространство У, с которой образуется суперпозиция
функции г*. Если бы имелась такая функция д, то для проверки Р-измери-
мости функции д ° f: X -» У нужно было бы проверить, что множество

f~l [g~l (В)] является Р-измеримым для любого множества В € By. Так
как д~1 {В)€Р, то достаточно проверить, что Г1 {Р) € Р для любого

множества Р € Р; именно это условие и содержится в определении Б.З.
Требование в определении Б.З, чтобы функция f имела одинаковые область

определения и пространство значений, не^является ограничением, по

крайней мере, если Р = L^ для некоторого а <И2 или Р = L* (см. предложе-
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ние 6.7). Только эти случаи нам и нужны. Как показывает следующая

лемма, существует тесная связь между замкнутостью а-алгебры относительно

суперпозиции отображений и справедливостью уравнения типа (31).
Лемма Б.8. Пусть X — борелевское пространство, и пусть Р является

о-алгеброй в X. Если Р содержит аналитические множества пространства X

и замкнута относительно суперпозиции функций, то

P = S(P).

Доказательство. Если пространство X счетно, то результат

тривиален, поэтому предположим, что X несчетно. В силу предложения 7.35 (г)
достаточно показать, что в предположениях леммы имеет место включение

Р Э S (Р). Чтобы доказать это, для произвольной системы Суслина S для Р

построим Р-измеримую функцию f: X -»Х и множество Р € Р такие, что

Г1 (Я) = N[S). (32)

Пусть \р: N -»Х — борелевский изоморфизм N на X (следствие 7.16.1),
и пусть ф— взаимно однозначное отображение множества натуральных
чисел на 2. Для к = 1,2,... определим функции Тк : N -* {1, 2} формулой

-

t

M, если *Н6£№(*)],

[ 2 в противном случае

и функцию f: N -» N соотношением f{z) = [ 7Х {z)t f2 (г),... ].
_

Наконец, пусть функция f: X -► X задается равенством f = <р © f о у~К.
Покажем, что функция f является Р-измеримой. Или, что эквивалентно,

убедимся в Р-измеримости функции f о $~у: X -* N. Но функция f ° <р~!
принимает значения в множестве {(ft, f2. • • •)е N | £„ < 2 Vn}, которое
имеет в качестве подбазы семейство открытых множеств

{/?(*), Я(*)| *= 1, 2,.. .},
где

*(*>-{(fi, Га....НЬ, <2 V* и Г* = 1},
Й(Аг) = {(Г,, f2 )| Г„ <2 V* и f* =2}.

Согласно замечанию, следующему за определением 7.6, из Р-измеримости
множеств

*{7'1Ш)]) - S№(*)1. к = 1,2

V>(7"! [£(*)])= X-S[0(*)], A:» 1,2

вытекает Р-измеримость функции f о $~х. Это в свою очередь означает

Р-измеримость функции f.
Определим множество PCX равенством

/>= U О v>(/?[tfr!(s)J),
Z<=N 5<Z

где R{k) задается соотношением (33). Тогда Р является аналитическим

множеством в пространстве X, поэтому РЕ Р. Мы имеем

Г1 И- *>[ U П 7"1 (ЯМ"1 ($)])] =

z€N s<z

= U П S(s) = /V(S),
z€N s<z

так что равенство (32) выполняется. D
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Предложение Б.11. Пусть X - борелевское пространство. Предельная
о-алгебра Lx является наименьшей о-алгеброй, содержащей аналитические
подмножества пространства X, замкнутой относительно суперпозиции
функций.
Доказательство. Покажем сначала, что Lx замкнута

относительно суперпозиции функций. Достаточно показать, что если f: X-+X

является Ьд-измеримой функцией, а<ПиО€ L£, то f
~l

(Q) € L^. Если а - О,
то это верно по определению. Предположим, что при некотором а < $2

для любых Р < а и С € L^ имеет место соотношение f
~*

(С) € L^.
Покажем, что тогда f~l (Q) € Lx для любого множества Q € S(L^ < a L^), и

отсюда будет следовать, что f ~1{Q) €Е Lx для любого Q G L£. Выберем
множество Q€S(Up<aL£), и пусть S - такая система Суслина для

U0 < a LX'4J0 б^ N{S)' Т0ГАа

rMQl-Wr1 oS), (34)

где f
_1

о S — система Суслина, определяемая формулой

(Г1 oS)(s) = rMS(5)J V5G2.

Согласно предположению индукции Г1 oS является системой

Суслина для Lx, и из предложения 6.10 и равенства (34) получаем,
4T0fl(Q) eL^.

Тогда факт, что Lx является наименьшей а-алгеброй, содержащей
аналитические подмножества X, замкнутой относительно суперпозиции,

следует из предложения Б.10 и леммы Б.8. D

Следствие Б.11.1. Пусть X, YuZ —несчетныеборелевскиепространства.
Если функции f: X -+ Y и g: Y-+Z предельно измеримы, то функция

g о f: X -*Z также предельно измерима. В частности, если fug
аналитически измеримы, то g о f предельно измерима. Можно подобрать
такие аналитически измеримые функции fug, чтобы функция go f
не была аналитически измеримой.
Доказательство. Из предложения Б.9 следует, что а-алгебры

A*-, Ay и Az содержатся строго внутри соответствующих а-алгебр LXt
LY и Lz. Остается применить предложение Б.7 к результатам
предложения Б. 11. П

Используя рассуждения, аналогичные тем, которые применялись для

первой части доказательства предложения Б.11, читатель может проверить,
что если функции f: X -» Y и д : Y -+Z аналитически измеримы,то функция

д о f на самом деле L^-измерима. Вообще, можно показать по индукции,

что если функция f является L^-измеримой, ад- L^-измеримой, где

/л и л- целые числа, то функция д о f является L ™+л-измеримой.
Пусть X — борелевское пространство. Для любого множества Q G U^

определим функцию Bq: Р{Х) -+[0,1] соотношением

eQ(p)=p(Q). (35)

Тогда функция 6q универсально измерима (следствие 7.46.1). Если
множество Q борелевское, то функция вд является борелевской
(предложение 7.25), а если Q аналитически измеримо, то функция вд аналитически

измерима (предложение 7.43).
Рассмотрим теперь случай, когда множество Q является L^-измеримым.



Предложение Б.12. Пусть X - борелевское пространство. Если
множество Q G Lx> то функция Bq, определенная соотношением(35),
является LP(x)'U3MePUMOU- Более того, если а < П и Q € L£,ro Bq является

L* ^-измеримой.
Доказательство. Последнее утверждение справедливо при а = 0.

Если оносправедливо для всех 0 < а, где а < Й, и S -система Суслика
для U0< aL^,TO Для любого числа с Е R выполняется соотношение (98)

из главы 7, где А = N{S) и K(s) определяется равенством (92) из главы 7.

Для любого элемента s € 2 множество K{s) 6 U^< a
L^,, поэтому, по

предположению индукции, множество { р €Р(Х) | р [K{s) ] > с - (1/л)}

принадлежит^ a L*w.
Из соотношения (98) главы 7 и предложения 7.35 (б) следует, что

{pep(X)\piN(S)]>c)es(0uyp{x))CL^xy
Таким образом, если Q € S(U^ < e L^,^), то функция Bq является Lj,^-
измеримой. Семейство множеств Q, для которых функции Bq являются

^р(Х) *мзмеРимыми' образует систему Дынкина, поэтому по теореме о

системе Дынкина (предложение 7.24) функция Bq является L" ^-измеримой
для любого множества Q € l£ . Это завершает индукцию.

Если Q € LXl то Q E L* для некоторого a < Я?, поэтому Bq является

L" ^-измеримой и, следовательно,0g является Lp(A~«измеримой.

Б.5.Теоретико-множественные аспекты борелевских пространств

Свойства измеримости борелевских пространств тесно связаны с

рядом вопросов теории множеств, по краю которых мы шли, не затрагивая

их. Коснемся теперь этих вопросов.
В прикладной математике отношение к аксиоме выбора и канторовской

гипотезе континуума неоднозначное. Первая обычно принимается, а ко

второй относятся с недоверием. Общая аксиома выбора утверждает, что

для произвольного заданного множества индексов А и любого семейства

непустых множеств (Stt | a Е А) существует функция f: A -*Uae A Sa
такая, что f{ot) € Sa при любом а € А. Мы использовали эту аксиому
в приложении А для построения примеров. В частности, множество Е из

примера 1 этого приложения, для которого как Е, так и£с имеют

внешнюю р-меру единица, было построено с помощью аксиомы выбора. Мы

также использовали эту аксиому для построения множества S при
доказательстве леммы Б.З, а эта лемма послужила основным инструментом
в доказательстве изоморфизма всех несчетных борелевских пространств

(предложение Б.З и следствие 7.16.1). Существует, однако, другое
доказательство леммы 6.3, не использующее аксиомы выбора, но оно очень

громоздко, и мы его не приводим.

Счетная аксиома выбора — это то же, что общая аксиома выбора,
только множество индексов А в ней счетное. Другая формулировка этой
аксиомы заключается в том, что для любого счетного семейства непустых
множеств из каждого множества можно выбрать по одному элементу. Мы
широко использовали эту аксиому, например, при выборедля каждого к

селектора \рк в доказательстве предложения 7.50 (а). На самом деле большая часть

математического анализа и топологии основаны на счетной аксиоме выбора.
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Соловей [82] показал, что если общую аксиому выбора заменить более

слабым "принципом зависимости выбора", который все еще сильнее

счетной аксиомы выбора, то можно допустить, что любое множество на

действительной прямой измеримо по Лебегу*). Несложное обобщение этого

результата показывает, что при том же условии можно допустить

универсальную измеримость любого множества в произвольном борелевском
пространстве. Следовательно, при соответствующем выборе системы

аксиом можно заставить исчезнуть трудности, связанные с измеримостью,

составляющие содержание части II.

Не используя аксиому выбора, можно показать, что любое несчетное

борелевское пространство X содержит универсально измеримые множества,

не являющиеся предельно измеримыми. Неопубликованное доказательство

этого принадлежит Ричарду Локхарту. Если принять и аксиому выбора,
и гипотезу континуума,то окажется, что о-алгебра Uvимеет большую мощ

ностъ, чем Ljf. Так как Вх С Lax для любого порядкового числа а < £2,

и Вх имеет мощность не меньше с, то такую же мощность имеет L^. С

другой стороны, L^CS(Lj), и существует универсальная функция для

S(l_£), поэтому мощность L£ равна с. Так как Lx
=

Ua < ftL£ и мощность

множества счетных порядковых чисел меньше или равна с, то \-х имеет

мощность с.

С другой стороны, если использовать аксиому выбора и гипотезу

континуума Кантора, то о-алгебра 11л содержит множество F мощности с,

имеющее меру, равную нулю относительно любой неатомической

вероятностной меры [41, глава III, раздел 14]. В таком случае любое

подмножество из F также содержится в U^, и мощность Ux не меньше 2е.
Следовательно, а-алгебра L^ не может совпадать с U^.

Другая примыкающая теоретико-множественная работа принадлежит
Гёделю [36], показавшему, что предположение о существовании

дополнения аналитического множества в единичном квадрате, проекция

которого на одну из осей неизмерима по Лебегу, совместимо с обычными

аксиомами теории множеств. Это означает совместимость с обычными

аксиомами предположения о существовании аналитически измеримой
функции f: [О, 1] [0, 1] -► R такой, что функция f*(x\ = infyf(x, у) не измерима

по Лебегу. Это накладывает жесткие ограничения на возможные усиления
предложения 7.47.

Приложение В

ХАУСДОРФОВА МЕТРИКА И ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ ТОПОЛОГИЯ

В этом приложении исследуется метрическая топология в семействе

замкнутых подмножеств (включая пустые множества ф) компактного

метрического пространства (X, d). Обозначим это семейство множеств через

7х. Для множества A G 2 и точки х € X определим расстояния

d(x,A) = min d(x,a), АФф, (1)

rf(x, 0) = diam(X)= max d(y,z). (2)

*' To есть приняв это допущение, нельзя прийти к противоречию. {Примред.)



Определение В.1. Пусть (X,d) — компактное метрическое пространство.

Хаусдорфова метрика р в пространстве 2х определяется следующим
образом:

p(4,£) = max {max d(a,B), max d(b,A)\ , еспп А,ВФф, (3)
aGA ЬСВ

р(А,ф)=р(ф, A) = diam(X), АФф, (4)

Р(0,0) = О. (5)

В выражении (3) мы написали max вместо sup, так как любое множество

семейства 2х компактно и d(x, А) является непрерывной функцией х для

любого множества AG2х. Чтобы убедиться в последнем, рассмотрим

множество AG 2х. Если А - ф, то функция d{x, А) является константой и,

следовательно, непрерывна. Если АФф, то для х, yGXnaGA имеем

d[x,a)<d(x,y)+d(y,a).

Взяв инфимум от обеих частей неравенства по aGA, получим

d(x,A)-d(y,A)<d(x,y).

Меняя ролями х и у, получим неравенство

\d(x,A)-d(y,A)\<d(x,y) Vx,yGX, (6)

которое показывает, что d(x,A) является непрерывной функцией от х,

удовлетворяющей условию Липшица.

Проверка того, что(2*, р) является метрическим пространством,

осуществляется непосредственно, но является довольно длинной, и мы

предоставляем ее читателю. Мы же докажем, что (2х, р) является компактным

метрическим пространством. Сначала получим некоторые предварительные

результаты.

Для (не обязательно замкнутого) подмножества А множества X

положим 2А = {К G 2х\К С А) . Определим два класса множеств:

G = {2е | G — открытое подмножество множества X}, (7)

К ■ {2х - 2* \К — замкнутое подмножество множества X). (8)

Чтобы помочь читателю, будем продолжать обозначать точки множества

X прописными латинскими буквами, а подмножества множества X

заглавными латинскими буквами. Заглавные полужирные буквы будут

использоваться для обозначения подмножеств семейства 2х; исключение будут
составлять подмножества вида 2А, определенные выше.

Придерживаясь этой практики, обозначим открытые сферы в введенных

двух пространствах следующим образом:

S€(x) = {yGX\d(x,y)<€), S€iA)={BG2x\plA,B)<€}.

Наконец, классы подмножеств семейства 2х будут обозначаться

полужирными буквами, как это было сделано выше при определении G и К.

Топология, получаемая, если в качестве подбазы в пространстве 2х взять

объединение G U К, называется экспоненциальной топологией. Для такой
топологии развита обширная теория [46,47]. Аналогичная теория может быть

развита и для неметризуемого пространствах, однако нас интересуют только

результаты, относящиеся к случаю, когдаX является компактным

метрическим пространством. Как мы покажем теперь, в последнем случае
экспоненциальная топология есть топология, порождаемая хаусдорфовой метрикой.
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Предложение В.1. Пусть (X, d) — компактное метрическое пространство,

ар
— хаусдорфова метрика в 2х. Класс G U К, определенный равенствами

(7J и (8), является подбазой топологии в пространстве (2х, р).
Доказательство. Сначала докажем, что если подмножество G

открыто, а подмножество К замкнуто в X, то множества 2е и 2х - 2К
открыты в (2х, р). Если G или К пусто, то легко увидеть,-что множество

2° или соответственно 2* — 2* открыто, поэтому будем предполагать, что

подмножества G и К непустые.

Пусть 4 — замкнутое непустое подмножество пространства X и 4 G 2е.
(Доказательство для 4 =0 тривиально.) Так как 4 компактно и является

подмножеством множества G, а множество X — G замкнуто, то существует
число е такое, что 0 < е < diam(X) и

min c/(a,X-'fe)>6. (9)
aGA

Для множеств* BG$€(A) имеем ВФф и

max </№,4)<е. (10)
b<=B

Из неравенств (9) и (10) вытекает, что В С G. Следовательно, Se (4) С 2°,
и множество 2е должно быть открытым.

Переходя к множеству 2* - 2* для замкнутого К, рассмотрим непустое

множество 4 G 2* - 2К. По определению 4 $ 2К, поэтому множество

А- К содержит по крайней мере одну точку а0. Так как множество Х- К

открыто, мы можем найти такое число е> 0, для которогоS€{a0) С X - К.

Дпя множества В € S€ (4) имеем

d(a0,B)< max cf(a,ЯКе,
а€А

откуда следует, что В П Se (а0) Ф Ф и Я G 2х - 2*. Следовательно, Se(4) С
С 2х - 2К и множество 2* - 2* открыто.

Показав, таким образом, что множества 2е и 2х- 2К открыты в

(2х, р), если G открыто, а К замкнуто, мы теперь должны доказать, что

для любых открытого множества G€(2A\p) и непустого 4 £ G можно

найти открытые множества Gx, G2/... ,Gm и замкнутые множества

Кх,Кг,..., Кп в X, для которых

4€2С* ■П-"П2С« П(2ДГ-2^1)П" -П(2* - 2*") С G.

Так как G открыто в (2х, р), то существует число е > 0 такое, что

S€ (А) С G. Так как множество 4 замкнуто в компактном

пространстве X, то существуют точки (*i, . . . ,*„} в множестве 4 такие, что

4 Силл= tSe /2(xfc). Положим

Gi = {хеХ|</(х,4)<б}
и

По. построению 4 € 2 » и так как А П Se f^^u) ^ Ф Для любого к, то

4 G 2х- 2**. Следовательно,

4€2С> П (2*^2*>) Л-..n(2*-2^>»).
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Предположим, что В является другим множеством в 2 1 О [2х — 2*») П
П • • • (2х - 2*я). Из того факта, что В G 2е1, следует неравенство

max d(b.A) <e. (11)
ьев

Если бы для некоторого а0 G А выполнялось неравенство d(a0t В) > е ,

то мы имели бы также S€ (э0) СХ - В. Но а0 Е Se/2(x^) для некоторой
точки хЛ Е 4, и отсюда последовательно вытекало бы, что S€ /2 Iх* )С*

- Я

В С Kk nBj£2x-2Kk. Это противоречие приводит к выводу, что

max d(a,B)<e. (12)
дел

Неравенства (11) и (12) означают, что р(А, В) < е , и как следствие

2е» П(2Х-2K*)n--n(2x-2K")CS€{A)CG. П

Если покрытие пространства не содержит ни одного конечного

подпокрытия, то будем говорить, что покрытие является существенно

бесконечным. Для того чтобы показать компактность пространства (2х, р),
если компактно пространство X, нам нужно убедиться, что не

существует ни одного существенно бесконечного открытого покрытия

пространства 2х. Благодаря приводимой ниже лемме, мы сможем показать,

что подбаза G U К не содержит ни одного существенно бесконечного

покрытия. Напомним читателю, что топологическое пространство, в

котором любое открытое покрытие имеет счетное подпокрытие, называется

пространством Линдепефа, и для метризуемых пространств это свойство
эквивалентно сепарабельности.

Лемма В.1. Пусть £2 — пространство Линдепефа, и пусть S — подбаза

топологии в £2. Если существует какое-либо существенно бесконечное

открытое покрытие пространства £2, то существует такое же покрытие,
являющееся подмножеством S.

Доказательство. Пусть В — база топологии в пространстве £2.

построенная посредством взятия конечных пересечений множеств

подбазы S, и пусть С — существенно бесконечное открытое покрытие
пространства £2. Любое множествоCGС допускает представление С=Ua€ A(C)Ba>
где fia€B при любом а € А(С). Семейство UC€ с {Ba | а ЕА(С)}
представляет собой существенно бесконечное открытое покрытие пространства

£2 и в силу свойства Линделефа оно содержит счетное существенно

бесконечное открытое подпокрытие D= { Вх, В2,..,. } .

п(к)
Любое множество Вк допускает представление Вк = П S , где

S. .
€ S, /

= 1, . . .
, п{к). Если бы для каждого у покрытие D. =

= {Si/,В2.Вз,...}не было существенно бесконечным, то существовало бы

конечное подсемейство D;., которое также покрывало бы

пространство £2. Но тогда множество

{*,} U ["6° (D,- {S1;})]CD
было бы конечным подпокрытием пространства £2. Из полученного
противоречия следует, что для некоторого /0 покрытие D; существенно

бесконечно.
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Обозначим Яi
=

S1/o. Вообще, если даны множества Rx§ R2, . .
., Rn

из S такие, что Вк CRk, Аг= 1,... ,/? и {/?,, /?2,..., Rn,Bn+x,Bn+2, • • • }
является существенно бесконечным открытым покрытием пространства

£2 , то, используя предыдущие рассуждения, мы можем построить

множество tfw+, G S, для которого Ял+1 С R л+1 и (/?i, Я2, . . .
, Rn, Rn+\9

Sn+2> 5л+з '•••} является существенно бесконечным открытым покрытием

пространства£2. Семейство {/?1г /?2# ...} представляет собой существенно
бесконечное открытое покрытие,содержащееся в подбазе S.D

Предложение В.2. Пусть (X, d) — компактное метрическое пространство

up- хаусдорфова метрика в 2х, Метрическое пространство (2х, р)
компактно.

Доказательство. Покажем сначала, что пространство {2х, о)
является сепараб^льным. Так как пространство (X, d) компактно, то оно

сепарабельно. Пусть D — счетное всюду плотное множество в пространстве

X, и пусть

C = (s1/w(x)|xGD, л«1,2,...} .

Обозначим через D множество конечных объединений множеств из С.

Тогда D счетное и, как мы сейчас покажем, всюду плотно в (2х, р). Для
любых A G 2х и е > 0 выберем положительное целое число п,

удовлетворяющее неравенству 21п < е . Семейство множеств {SXjn(x) | х Е D)
покрывает компактное множество А, поэтому существует конечное

подсемейство {S1 fn(x) | х € F} , которое также покрывает А и для которого

S1 in (х) П А Ф ф при любом х G F. Множество В - Uxe pSi/n(x)
принадлежит D и удовлетворяет неравенству р(А, В) < е .

Благодаря предложению В.1, лемме В.1 и сепарабельности (2х, р),
для того чтобы показать, что пространство (2х, р) компактно, нам нужно

только доказать, что любое открытое покрытие множества 2х, которое
является подмножеством базы G UK, содержит конечное подпокрытие 2х.

Итак, пусть {Ga\ a €Е А) — семейство открытых множеств и

{Кр | р € В} - семейство замкнутых множеств вХ такое, что

2* = [ U 2С<*] U [ U (2*-2*0)1.
otGA Р<=В

Рассмотрим замкнутое множество К0 =^^в^* По определению,

*о ^^gfll^- 2*0), поэтому К0 G UaG л 2G<X. Таким образом, для

некоторогоa0GA имеемК0 €Е 2Сао,т.е. /С0 ССао. Это означает, что

x-Ga cx-/e0= и (Х-к0),

и так как множество X— GaQ компактно, то существует конечное

множество (01,02, ft,} С £, для которого

X-G^C U (X-Kpk).
к = 1

Чтобы завершить доказательство, покажем, что

2* = 2Ca°U[ и (2*-2***)1. \

(13)



Если С € 2х, то либо С С Ga<) (в этом'случае С G 2 а°\, либо
Cn(X — Ga ) Фф. В последнем случае из включения (13) следует, что для

некоторого А: СП(Х - К^)Фф, т.е. Се 2* - 2*0*' □

Рассмотрим теперь некоторые понятия сходимости в пространстве

(2х, р). Пусть [Ап} — последовательность множеств из 2х. Определим

"Tim Ап = {хеХ\\\тт1 d(x,An) = 0}, (14)
Я-*оо П-юо

Mm. 4„
= (х ЕХ\ lim sup d(x,An) = 0} . (15)

Например, если Х= [- 1,1], а^я
= {(- 1)"} , то \\тм^00Ап = {- 1, 1} и

1Ш2л-*~^л = 0. Если X ■ [- 1, 1] и^я = [- 1/л, 1/л],то lim 4„ ■ Mm. 4„=
п -* °° п -*■ «в

= {0}. Очевидно, что имеет место включение lim,,-»,, Ап С Мтл-юо 4„.

Справедливо также, что множества llm„ _► ее Ап и Mm„ - «> 4„ замкнуты.

Чтобы убедиться в этом для множества Мт„ _> ооАп, рассмотрим
последовательность {хт}, принадлежащую множеству l7m„->oo 4„ и сходящуюся к х.

Тогда из неравенства (6) для любого т имеем

liminf d(x,An)<d(x,xm) + \\xx\ inf d(xm,An) = d(x,xm).

и так как расстояние d(x, xm) может быть сделано сколь угодно малым за

счет выбора достаточно большого номера т, то приходим к заключению,

что хЕ llmn^w An. Заменяя в предыдущих рассуждениях Mm inf „_»oo на

Mm sup,,-»,», можно показать замкнутость множества.Mm,,-* «> Ап.
Если Нгпп^оо Ап = \\тп-юо Ап, то их общее значение обозначим через

lim„_».oo 4„. Введение этого обозначения оправдано следующим

предложением.

Предложение В.З. Пусть (X, d) — компактное метрическое пространство

up— хаусдорфова метрика в 2х. Пусть {Ап}- последовательность из

семейства 2х. Равенство

Mm 4„=]im A„=A (16)

имеет место тогда и только тогда, когда

lim р(4я,4) = 0. (17)
я-юо

Доказательство. Предположим на минуту, что А *= ф и что

выполнено равенство (16). Тогда для любого х, принадлежащего компактному

множеству А, 4{х.Ап)-*0(ирм /?-►<». Для данного числа е > 0 возьмем

точки {xi,..., xk) множества 4 такие, что открытые сферы S€j2 (*/), У
=

= 1,...,*, покрывают множество 4. Выберем число N столь большим,
чтобы при всехn>N d{Xj,An)<e/2, /= 1,... ,k .

Теперь воспользуемся условием Липшица для функции х -* </(х, 4„)
(ср. (6)), чтобы получить неравенство d{x,An)< e Vx E4. Из

последнего следует, что Mm max d(x,An) = 0. Из этого равенства и из(3) вытекает,

что равенство (17) будет выполняться, если мы сможем показать, что

Mm max с/(к,4) = 0. (18)

Если равенство (18) нарушается, что для некоторого числа 6 > Осуществу-

271



ет последовательность ук€А„к такая,что/7, <п2 <• • - и

diyk,A)>€ V*. (19)

Из компактности множества X следует, что последовательность {ук}
сходится к некоторой точке y0GX, которая в силу неравенства (19) и

непрерывности функции х ->d{x, А) должна удовлетворять неравенству

d(y0,A)>e. Но в силу (14) у0 Glim,,-» An, а это противоречит

равенству (16). Следовательно, выполняется равенство (18).
По-прежнему, считая АФф, перейдем к доказательству достаточности

условия предложения. Если выполняется (17), то

lim d{x,AH)-0 VxGA (20)

И

lim max <*(к,4) = 0. (21)

Из (20) следует, что

А С ]jm_ Ап<1 Tim An. (22)

Если хЕ\\тп^,соАЯ9 то по определению, существует последовательность

ykGA„k такая,чтоп{ <п2 <•• ■ и

I'm d(x,yk)-0. (23)
к-*оо

Из (6) вытекает, что

d(x,A)<d{x,yk)+d(yk,A),

и, устремляя к-*оо и используя равенства (21) и (23), получаем, что

d(xfA) = 0. Так как множество А замкнуто, то отсюда следует, что х €4 и

Ш АпСА. (24)

Объединяя (22) и (24), получаем (16).
Наконец, предположим, что А = ф. Если выполняется (16), то все

множества 4„, за исключением конечного числа, должны быть пустыми, ибо в

противном случае можно было бы найти Ук^А„к, пх < п2 <
•

-j_, и

последовательность {к*} имела бы некоторую предельную точку /о € lim,,-»,» 4„.
Если все множества 4„, за исключением конечного числа, являются

пустыми, то справедливость (17) следует из (5). Обратно, если выполняется

(17) и 4 =0, то из (4) следует, что все множества Ап, за исключением

конечного числа, являются пустыми. И равенство (16) следует из (2), (14)»
и (15). D

Для доказательства предложения 7.33 из раздела 7.5 нам нужно понятие

функции "полунепрерывной сверху в смысле Куратовского", сокращенно
"полунепрерывной сверху (К)".

Определение В.2. Пусть У - метрическое пространство иХ- компактное

метрическое пространство. Функция F: У-*2* называется

полунепрерывной сверху (К), если для любой сходящейся последовательности {уп} из У,
имеющей предел у, выполняется включение lim,,-»» F(yn)C F(y).

Аналогия между определением В.2 и понятием полунепрерывной сверху
действительной или действительной в расширенном смысле функции
очевидна (лемма 7.13(6)). Хотя мы не будем рассматривать

полунепрерывные снизу функции (К), интересно отметить, что такое понятие

существует, и его определение очевидно, а именно, функция F; У -► 2х называется
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полунепрерывной снизу (К), если для любой сходящейся
последовательности {/„} из У с пределом, равным к, имеет место включение

Из предложения В.З можно видеть, что функция F: Y-* 2х непрерывна
в обычном смысле (в 2х рассматривается экспоненциальная топология)
тогда и только тогда, когда она одновременно полунепрерывна сверху и

снизу (К). Мы продолжим аналогию с действительными функциями и

покажем, что полунепрерывная сверху (К) функция является борелевской.
Оставшаяся часть приложения посвящена этому вопросу.

Лемма В*2 Пусть У — метрическое пространство и X - компактное

метрическое пространство. Если функция F: Y-+2X полунепрерывная
сверху (К), то для любого открытого множества G С X множество

{yeY\F{y)CG}=F-l[2G) (25)

открыто.
Доказательство. Открытость множества F

~* (2G) для любого

открытого множества G в действительности эквивалентна

полунепрерывности сверху (К), но нам нужен только сформулированный более слабый
результат. Чтобы доказать его, мы покажем, что для открытого множества

G множество F~l (2х -2G) замкнуто. Если {у*}— последовательность

из этого множества с пределом, равным у Е V, то

F(yn)n[X-G)*<t>. л=1,2

поэтому существует последовательность {хп}, принадлежащая
компактному множеству X - G, такая, что хп Е F{yn), п ■ 1, 2, . . . Эта
последовательность имеет предельную точку х Е Х- <?и в силу равенства (14) х Е

Е l7m„-oo F{yn). Из полунепрерывности сверху (К) функции F следует, что
х Е F[y), и поэтому F[y) П (Х- ф # ф, т.е. у Е F'x [2х - 2°). П

Предложение В.4. Пусть Y - метрическое пространство, (X, d) —

компактное метрическое пространство, и пусть в множестве 2х введена

экспоненциальная топология. Пусть функция F: Y->2X полунепрерывна сверху
(К). Тогда функция F измерима по Борелю.

Доказательство. Если функция F: Y-+ 2х полунепрерывна
сверху (К) и G — открытое подмножество пространства X, то множество

F"1 (2е) измеримо по Борелю в Y в силу леммы В.2. Если К - замкнутое

подмножество пространства X, то определим открытые множества Gn =

= {x\d{x, К)< Мп}, Имеем К = П~- х Gn, и поэтому замкнутое

множество А является подмножеством множества К тогда и только тогда, когда

ACGn, л = 1,2,...
Отсюда следует, что 2* = (Тп = , 2°п и множество

FM(2*)= О F'l{2Gn)
л = 1

представляет собой G$ -подмножество и, следовательно, измеримо по

Борелю в Y. Отсюда вытекает, что для любого множества G в подбазе G U К

экспоненциальной топологии в 2х множество F~!(G) измеримо по Борелю

в У. В силу предложения 7.1 любое открытое множество из семейства 2х
может быть представлено в виде счетного объединения конечных

пересечений множеств из подбазы G U К, и поэтому его прообраз при
отображении F измерим по Борелю. D
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